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प्रकाशकीय 

साख्यिकी अपेक्षाकृत एक आधुनिक श्ञास्त्र है जिसका महत्त्व ज्ञान-विज्ञान 

की उतति एव आथिक और औद्योगिक समस्याओं की जटिलताओ के साथ बढ़ता 

जा रहा है॥ उसके उपयोग का क्षेत्र आज इतना व्यापक हो गया है विः विज्ञान वो 

शायद ही ऐसी कोई शाखा हो जिसमें सारियको के नियमो और उसके आधार पर 

प्राप्त तथ्यों का प्रयोग वे किया जाता हो ! इस समय देश में सादोत्पादन तथा अन्य 

वस्तुओं के निर्माण सम्बन्धी जो योजनाएँ बनायी जा रही हैं, उनत्री वुनियाद हमारी 

वर्तमान और भावी आवश्यकताओं तथा वेस्तुओ वी उपलब्धि सम्बन्धी उन आऑकडा 
पर ही रसी जा सकती है जो सारियवी के सिद्धान्तो का सावधानी से प्रयोग करने 

पर प्राप्त होते है । इसी तरह औद्योगिक, आशधिक तया चिक्त्साविज्ञान सम्बन्धी 

गवेपणाओ में भी सास्यिकी द्वारा प्राप्त निष्कर्षों से बडी सहायता मिलती है । इसको 
इस उपयोगिता ओर बढते हुए महत्त्व को दृष्टि मे रसत्र ही यह पुस्तक हिन्दी में 
प्रकाशित की जा रही है। 

हिन्दी-समिति-प्रन्यमाछा कौ यह ४५वीं पुस्तक है । इसके लेखक श्री बिनोद- 

करण सेठी एम० एस सी० आगरा विश्वविद्यालय के इस्टीट्यूट ऑफ सोशल साइसेण 

में साह्यिकी के सहायक प्राध्यापक है। आपने उदाहरण दे-देकर विषय को समझाने 

की चेप्टा को है जिससे उसकी दुरूहता बहुत घट गयी है । 

अपराजिता प्रसाद सिह 
सचिव, हिन्दी समिति 
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११ वेज्ञानिक विधि ओर साहियकी १, १२ साहियवी के 

उपयोग ४ ॥ 
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की बुछ विधियाँ २६०; १७ ४ विश्वास्य अतराल २६५ ॥। 

भाग पाँच 

प्रयोग अभिकल्पना 

अध्याप १८--प्ंपरीक्षण सें साटियकों का स्थान «« बन 

१८ १ भोतिकी और रसायन के प्रयोगों में साख्यिकी वा साधारण-सा 

महत्व २७१, १८२ विज्ञान की अन्य शाखाओ में सारियकी का असा- 
घारण महत्त्व २७१, १८३ परिकल्पना की जाँच ओर प्राचलो के 

प्रावकलून में प्रयोग अभिकल्पना का महत्त्व २७२, १८४ उदाहरण 

२७३; १८५ यादुच्छिक्तीकरण २७४, १८ ६ नियत्रित यादुब्छिकी- 

करण २७६, १८ ७ ब्लॉक २७७, १८ ८ प्रयोग आरम्भ करने से पूर्वे 

योजना की आवश्यकता २७७, १८ ९ प्रयोग की योजता बनाते समय 

तीन बातो का घ्यान रखना होता है २७८, १८ १० प्रयोग का उद्देश्य 

२७८; १८ ११ प्रायोगिक उपनार २७९, १८ १२ बहु-उपादानीय 

प्रयोग २७९; १८ १३ नियत्रण इकाइयाँ २८०, १८ १४ प्रयोग अभि- 

कल्पना का एक सरल उदाहरण २८१, १८ १५ निराकरणीय परि- 

कल्पना को सिद्ध नही किया जा सकता २८३, १८ १६ भौतिक 

श्ड५ 

श्५३ 

२५५ 

२६९ 

२७१ 
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पृष्ठ संस्या 

एियितियों पर नियत्रण की आवश्यकता २८३, १८.१७ प्रयोग को 

अधिक सुग्राही बनाने के कुछ तरीके २८३॥ 

अध्याय १९--प्रसरण-विश्लेषण प्र ».. ए८६ 

१९ ६ एक प्रयोग २८६, १९ २ प्रसरणों का सयोज्यता गण २८६, 

१९ ३ औसत छूस्वाई का प्रावकलत २८७, १९ ४ औसत रूम्बाई के 

प्रावककलक का प्रसरण २८८, १९५ प्रसरण का प्रावकलत २८९, 
१९५१ ७०० का प्रावकलन २८९ १९५२ ०५ का प्रावकलन 

२९० , १९ ६ प्रसरण विईकेपण २९१, १९ ७ प्रसरण विश्छेषण का 

परिकल्पना की जाँच में उपयोग २९२, १९ ८ प्रसरण विश्छेषण सारणी 

२९३, १९ ९ कुछ कल्पनाएँ जिनके आधार पर निराकरणीय परि- 
कल्पना की जाँच की जा सकती है २९४, १९ १० परीक्षण २९५। 

झध्याप २०--पादृच्छिकीकृत बलॉक अभिकत्पना *.. २९७ 

२० १ ब्लाक बनाने का उद्देश्य २९७, २० २ यादृच्छिकोकरण और 

पुन भ्रयोग २६९८, २० ३ थादृच्छिकीकृत ब्छाक अभिकल्पना और 
पूर्णत यादृच्छिकीकृत अभिकल्पना में अन्तर २९८, २० ४ वे उपादान 

जिन पर पैदावार निर्भर करदी है ३००, ५० ५ यादृच्छिकीकृत ब्लाक 

अभिकल्पना के लिए एक गणितीय प्रतिरूप ३००, २० ६ विभिन्न 
परिकल्पनाओ के अन्तर्गत ०-* क्र प्रावकलन ३०१, २० ७ विना परि- 

ऋलपना के ०-* का प्रावकछल ३०३, २० ८ प्रसरण विर्केपण सारणी 

३०३, २० ९ परिकल्पतदाजो की जाँच ३०५ , २० १० उदाहरण ३०५, 

२० ११ ब्लॉक ३०९। 

अध्याय २१--लेटिन चर्ग अभिकल्पता ५ न्ज ३१० 

२१ १ प्रयोग को सुग्राही बनाने का प्रयस्त ३१०, २१ २ उदाहरण 
३१०,२१३ आँकडे ३१२,२१४ छेंटिन बये ३१२, २१५ 

विदलेयण ३१३, २१६ साधारण ३१६। 
अध्याय २९---बहु-उपादरतीय प्रयोग ल््न “०. ३१७ 

२२ १ परिचय ३१७, २९ २ बहु-उपादाबीय प्रयोग के लाभ ३१८, 
र२ ३ मुख्य प्रभाव और परस्पर क्रिया ३१९, २२ ४ उदाहरण ३१२; 

२२५ विश्लेषण ३२३ १ 
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पृष्ठ सख्या 

अध्याप २३---समझुडन ७. ३१८ 

२३ १ असपूर्ण ब्लॉक अभिवल्पना को आवश्यकता ३२८, २३ २परत्पर 

क्रिया का समाठुलन ३२९, २३ ३ विश्लेषण ३३०, रे३ ४ आशिव 
समावुलून ३३५, २३५ सास्यिवीय विश्लेषण ३३६॥ 

अध्याय २४--सतुलित असपूर्ण ब्लॉक अभिरल्पना »«. रेट 

२४ १ प्रिभाषा ३३८, २४२ उदाहरण ३३८, २४३ सतुलित 
असपूर्ण ब्लॉक बभिकल्पना वे प्राचलो वे कुछ सवध ३४०, रे४ ४ 

यादृच्छिकीवरण ३४१, २४५ खेती से सवधित एवं सतुल्ति- 

असपूर्ण ब्लॉक अभिवल्पना ३८१, २४५ १ विश्टेषण के लिए प्रति- 

रूप, प्रतिरूप के प्राचलछों का प्रावकछन ३४१, २४५४२ परिवल्पता 

परीक्षण ३४३, २४५ ३ आक्डे ३४४, २४५ ४ विश्लेषण ३४५। 

अध्याप २५--सहुकारी चर का उपयोग और सह-प्रसरण विश्लेषण ««» रे४७ 

२५ १ प्रयोग को अधिक दक्ष बनाने का प्रयत्न ३४७, २५ २ समाश्रयण 

प्रतिरप ३४७, २५ ३ उपचारो के प्रभाव समान होने की परिकल्पना 

के अन्तगंत समाक्षयण प्रतिरूप के प्रावलो का प्रावकलत ३४८, 

२५४ बिना परिकल्पना के समाश्रयण प्रतिरूप के प्राचलछो का प्राववलून 

३४९, २५५ उपचार वर्ग-्योग ३५१, २५६ परिकल्पनाओ के 

परीक्षण ३५४, २५७ उदाहरण ३५४, २५७ १ प्रेक्षण ३५५॥ 

भाग छ.- 

प्रतिदर्श सर्वेक्षण 

अध्याय २६--प्रतिदर्श सर्वेक्षण के साधारण सिद्धान्त ». ह६१ 
२६ १ योजना के लिए सर्वेक्षण की आवश्यकता ३६१, २६ २ सर्वेक्षण 

में बुटियाँ ३६२, २६ ३ अन्य उपादान ३६३, २६ ४ सरल यादृच्छिक 

प्रतिचयन ३६४, २६५ प्रावकलन ३६५, २६६ प्रावकलक का 

प्रसरण ३६६, २६७ प्राक्कछक के प्रसरण का प्राककलन ३६७, 
२६८ अनुपात का प्राककछन ३६८, २६९ विचरण-गुणाक और 

अ्रतिदर्श परिमाण ३६९ । 
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अध्याय २७--घतरित प्रतिचयन नर र् 
२७ ६ परिचय ३७१, २७ २ प्रावकलव ३७१, २७ हे प्रावकलन का 

प्रसरण ३७२, २७४ प्रसरण का प्राक्कलत ३७२, २७५ विभित 

स्तरों में प्रतिदर्श परिमाण का विवरण ३७३, २७ ५ १ समानुपाती 

वितरण ३७३, २७५२ जअतुकूलतम वितरण ३७४, २७ ६ स्तरण- 

विधि ३७५, २७ ७ समिकटन ३७६ । 

अध्यय्ण २८--ह्वि-चरणी प्रतिचयन क भा 

२८ १ प्रतिचयन विधि और व्यय ३३७, २८ २ द्वि-चरणी प्रतिचयन 

विधि ३७७, २८ ३ सकत ३७८, २८ ४ प्रतिचयत ३७८, २८ ५ प्राकक- 

छत ३७८ , २८ ६ प्रावकलक प्रसरण ३७९ , २८ ७ प्रधरण का प्रावकलन 

३८०, २८ < जनुकूठतम वितरण ३२८१, २८ ९ उदाहरण रे८३॥ 

अध्याय २९--पामूहिक प्रतिवयन लत को 
२५९ १ सामूटिक प्रतिचयव ३८५ , २९५ २अनुपाती प्रावकल्षन ३८५ , २९ हे 
व्यवस्थित प्रतिचयन ३८६ , २९ ४ प्रारोहक समूह ३८७ , २९ पसामूहिक 

प्रतिचयन से प्रसरण ३८८, २९ ६ अंसरण का भावक लक ३८८, २९७ 
सामूहिक और सरल यरदुच्छिक प्रतिचयन कौ तुलना ३८८ ! 

अध्याघ ३०---अनुपाती प्रावकतन रन न 

३० १ अनुपात का प्रावकलन ३९०, ३०२ अनुपाती प्राक्कलक 

अभिनद्धि ३९०, ३०३ अभिनति का प्राककलन ३९२ , ३०४ 
अनुपाती प्रावकछद की माध्य-वर्म-तुटि ३९२, ३० ५ समष्टिययोग का 

अवुपाती प्राक्कछत ३९२, ३२० ६ अनुपाती प्रावकतन और साधारण 

अदभिनत प्रावकलन की तुलना ३९३, ३० ७ उदाहरण ३९४, ३०८ 
प्रतिदर्ण वरिमाण ३९४ । 

जध्याप २१--विभितल्ञधिकता प्रचपन न्न्_ ह 

३१ १ चयन विधि ३९६, ३१ २ विकल्प विधि ३६८, ३१ ३ प्राक्कलन 

३९९, रे१४ प्राज्कऊक का प्रतरण ३९९, ३१५ मापानुपाती 

प्रश्रिकता ४००, ३१ ६ प्राजकरूक के प्रसरण का प्लावइकलन ४००, 

३१७ उदाहरण ४०१, । 

पॉरिस्योपक इच्दावली 

३७१ 

३७७ 

इ्दप 

३९० 

३९९ 

ड्ग्पू 



चित्र-सूची 
चित्र सल्या पृष्ठ सएया 

१--सचयी वारवारता १७ 

२--अवृत्ति बहुमुज १७ 
३--आयत चित्र १८ 

४---उत्तर प्रदेश के पुरपो कौ आयु-आवृत्ति वा आयत चित्र २० 

५--उत्तर प्रदेश में प्रतिशत साक्षरता श्र 
६--त्तर प्रदेश में साक्षरता का आयत चित्र श्र 

७--फरीदाबाद के परिवारों का मासिक व्यय वे अनुसार वितरण- 
आयत चित्र श्र 

<--फरीदाबाद के परिवारों का मासिक व्यय वे अनुसार सचयी 
आवृत्ति चित्र श्४ड 

९--भारतोय ग्राम परिवारों का अधिकृत क्षेत्रफत के अनुसार वितरण 
--सचयी आवृत्ति चित वा एव भाग श्५् 

१०--असममित तथा सममित वितरण ० 
११--ऊध्वे रेखा पर निशाना वाँधकर चलायी हुई गोलिया का वितरण ४५ 
१२--चौवी पर वर्षा बिनदुओ की प्रायिकता च्ट 

१३--पासा फेंकने पर ऊपर की बिंदुओ की सख्या का प्रामिकता वटन चर 
१४--एक पौसे के छ मुख ६८ 
१५-चितर १४ में दिय हुए पाँसे को फेंकने से प्राप्त द्वि विमितीय चर 

का वटन 3 

१६--चित्र १४ में दिये हुए पाँसे को फेंकने से प्राप्त ऊपर वे मुख की 

सख्याओं के योग (£+9) का प्रापिकता वटन ० 

१७--चित्र १५ में दिय हुए प्रायिकता वटन का निर्देशाक्षो पर विक्षप 

ऊ और ऐ का एक-पारर्वीय वटन ७१ 

१८--एक सतत वटन का आवृत्ति फलन--3 ्् (0-८ अल 2] 2 

१९--आयताकार बटन में 22 [//< >< 9] ३६ 
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३०--आयताकार बटन का सचित प्रायिकता फलत ८ 
२१--दो स्वतन्त यादुच्छिक चरो के सपुक्त और एक्-पार्शीप घटने ८० 
२२--एक पाँसे के छ मुख ८१ 

२३--चित्र २२ मे दिये पॉसे को फेंकने से प्राप्त ऊपर की सस्याओं का 
सर्युक्त वेटन ८१ 

र४-- <३ 
२५--प ( ॥--०) का घनत्व-फल १३३ 

२६--द्विपद (१, ३) का दड चित्र १३४ 

२७--ट्विपद (२, $) का दंड चित्र १२५ 

२८--द्विपद (४, &) का दड चित्र १३२६ 

२९--टिपद (८ ३) का दड चित्र 
३०--द्विपद (१६ ३) का दड चित हद 
६.4 १९६ 
३२--०-०० के एक परोक्षण का सामथ्य वक्त १९८ 

३३--३५ में से २० बार सफलता के लिए 9 का सभाविता फलन २०७ 
३४--सा४णी सम्या ६५१ के लिए प्रकीण चित्र ३२१२ 

र५--सारणी 74 2 के लिए प्रकीर्ण चित्र और सरल समाश्रयण रेखा र्रे७ 

कुछ ग्रीक अक्षरों के उच्चारण 

७ एल्फा ऊ$, 98 वीटा 
[९ 7 ग्रामा 8 डल्टा 

#पासाइडत $# फाई 
» काई » लैमडा 

ष्ट्म्यू श्न्यू 
के पाई श्रौ 

ए ा ९ साईं 
६ ४ हर जाई 

8 थीटा # ७ ओसेगा 
>7० सियमा 



कुछ गणितीय संकेत 

(7) ८ एक सहप्रा है जिसका मान निम्नलिखित अनत श्रेणी से प्राप्त होता है। 

५ व्य्कटताईीत जात कच्चा 
० 

च्य्+छ जन 
प्च्न्ा | 

(2) # (पाई) एक वृत्त वी परिधि ओर व्यास वा अनुपात | इसका मात लूग- 

भग 3 7459 होता है । 

० 
न 

(3). (४) हि « वर 
0 

गामा फलनो का निम्नलिसित महत्व-पूर्ण गुण होता है 
7(४+-7) जच [? (४) 

(4) ब्त््त्ऊे 2 लगभग 9 के वरावर है। 
(5). का > पा से का बडा है। 

(6) का < खा ख से का छोटा है । 

(7 मां 9 वस्तुओं के कुछ क्रमचय्रों की सख्या। 

(8) ( रे ) 9 वस्नुओ में 7 चस्तुओं के विभिन्न सचयों की 
जया 

सा + “ज्ञत्््त्ता 
(9) &७8 '8 संगम 9! ठयाए में से कम से कम एक घटना का 

घटित होना 

(०) 0+७०-४,ए०७,०१५ » “8, ० से लेकर 
्चि 

/>० तक 2। घटनाओ का सग्रम अर्थात् इन 2 घटनाओं में से 

कम से कम एक का घटित होना । 



-१८- 

(77) 2-5 "४ वियोग 8' 28 घटित हो, परन्तु ४ नही । 

(72) 29 ५ प्रतिच्छेद 8' 8 और 8 दोनो का एक साथ घटना) 
(73) ९८४ “घटना (: घटना 8 में गरभित है अर्थात् थदि 

८ बढटित होगो तो 2 भी घटित होगी । 

(74) 2९8 “घटना (2 घटना # में गर्भित नही है! यावी यदि ९! चटित हो 
तो यहू आवश्यक नही है कि & भी घटित हो । 

(75) ५६४) न्यू ए घटना ४ की वारबारता' । 

(76) २(७) “घटना 8 की प्रायिकता'। 
(४7) ९(५--०) 5 के ७ के वराबर होने की प्रायिकता । 
(78) 7(४<> < 9) > का मान » से अधिक और 9 के वरावर अथवा 5 से 

कम होने की प्रायिकता । 

(79) 8!(०,०) ४ के उन मातो का कुलक जिनके लिए 

४“<ए(>)<४& 

(20) 0७७ “थीटां स्थित है ओमेगा में' अर्थात् कुछक ७ के मानों में से 8 एक है । 
(27) ?(8/8) 'प्रायिकता 8 दत 8' यह दिया होने पर कि 8 घटित 

हो चुकी है 8 को प्रतिवदी प्राथिकृता 
(22) (2). चर ऊँ का » पर प्रायिकता घनत्वाँ 

च्ल्यः ए «४-० <फ < ४--४8/ ] 
$-+० 8-+४! 
8(-+० 

(23) 7(७) चर >( का & पर सचयी प्रायिकता फलन' 

न्न्एज़ 
(24) (»,०) उतर सख्याओं का कुलक जो 2 से वडी और 9 से छोटी है! 
(25) (2,०) उन सख्याओं का कुलक जो ४ के वरादर था » से बडी है 

और ४ से छोटी है । 
(26) (०,9) उन सख्याओं का कुछक जो 4 से वडी है और 9 के बरावर अथवा 

9 से छोडी है । 
(27) (३,०) उन सख्याओं का कुछक जो न तो » से छोटी है और न ही 9 से बडी । 



भाग १ 

परिचय ओर परिभाषाएँ 



अध्याय १ “न 

सांख्यिको क्या है ? 

३ ११ वैज्ञानिक विधि और साह्यिकी 

“अमुक ब्राड का धी बहुत शुद्ध व उत्तम होता है।” 

“अमुक देश के छोग बहुत अप्तम्य और निर्देयी होते है ।” 
“विश्व की ९० प्रतिशत जनस्या युद्ध के विरुद्ध है ।” 
“स्ट्रेप्टोमाइमीन से क्षयरोग में कुछ भी छाभ नहीं होता।” 
इस प्रकार के अतेको वक्तव्य आपने अपने जीवन में मुने होगे । यदि आप 

इनका विश्केपण करें तो आपको कई आश्चर्यजनक बातों का पता छगेंगा। जिन 
सज्जनो ने उक्त ब्राड के घो की बहुत प्रशसा की थी उन्होने सभवत उस ब्राड के 

केवल एक ही दिन का उपयोग किया है, जो बहुत उत्तम था ] 
उक्त विशिष्ट देश के छोगो से जिनको शिकायत है वे उस देश के दो चार 

व्यक्तियों को छोडकर अधिक छोगो के सम्पर्क में नही आये है। जितको विश्व की 
जनता का मत जानने का दावा है वे केवल प्रत्रकार हूँ । दो माह के शीघ्षता 

में किये गये परिभ्रमण के पश्चात् उन्होने विश्व की जनता की मानसिक स्थिति 

की विवेचना करते हुए एक पुस्तक लिखी है। उनसे प्रश्न करने पर आपको ज्ञात 
होगा कि इस भ्रमण में सौ-डेढ सौ से अधिक व्यवितियों से वार्ताछाप करने और 

उनका मत जानने का उन्हें अवसर नही मिला। स्ट्रैप्टोमाइसीन पर जिस महिला 
को विश्वास तही है उसका बेटा इसका इंजेक्शन लगने पर भी क्षयरोग से छूटकारा 

नहीं पा सका था। ये वक्तव्य इन व्यक्तियों ने अपने अनुभव के आधार पर ही दिये 

थ। परन्तु इन अनुभवों के विश्छेषण से आप इस निष्कर्ष पर पहुंचेंगे कि इस प्रकार 
कुछ थोड़े से विशिष्ट अनुभवों के आघार पर इतने व्यापक वक्तव्य देना उचित नहीं 

है 'प५ घीद जाप स्वयं अपने द्वारा दिये गये किसी व्यापक वक्तव्य वा विश्जेषण 
करें तो आपको आइचय॑ होगा कि उसका आधार भी कुछ गिने-चुने अनुभव ही है । 
परल्तु क्यों कि वे स्वय आपके अनुभव है, इसलिए उन वब्तव्यो में आपको पूर्ण विश्वास 



ह। साह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

है। क्या यह सम्भव नही है कि ऊपर जिन दवतव्यों की विवेचना की गयी है वे रब 

सही हा--या उनमें से कुछ सही हो ? मान लीजिए कि जिस महिला नें सुप्टो- 

माइसीन की आलोचना की थी उन्होने उन हजारा क्षयरोगियों वा अध्ययन क्या 

होता जिनको स्ट्रैप्टोमाइसीन दी गयी जौर उनमे से कोई भी रोग से छटवाश नहीं 

पां सका | तो क्या फिर भी आप उनके क्यन को अनुचित मानते ? छेक्नि यह 
अनुभव भी तो विशिष्ट ही है । उन्होनें उन सब रोगियों का तो अध्ययन नहीं क्या 

जिनको यह औपधि दी गयी है। फिर भी उनके कथन में आपका विश्वास क्वश्प 

ही अधिक दृढ़ होता। 

यह शायद मनुष्य का स्वभाव है कि अपने अनुभवों के आाघार पर पह उन 

बहुत-सी चस्तुओ और घटनाओं के बारे में भी एक घारणा दना छेता है जिनवा उसे 

कुछ भी अतुभव नहीं होता | दास्तव में विज्ञाद वा विकास इसी प्रकार शोता है। 

जब कोई वेज्ञानिक किसी सिद्धान्द अथवा नियम का प्रतिषादन करता है ती उसका 
आधार भी उसके यथा अत्य देज्ञातिको के अनुभव ही होते है । “लोहे के दुकडे को 
पादी में रखने से उसमे जग लग जाता है और सोडियम के दुकट़े को पानी सें डालने 
से उसमें आग छग जाती है ४” “प्रत्येक द्वव्य-कण हर दूसरे दृब्य-कण को आकर्षित 
करता है।” “ मलेशिया दुवार एनराफिलीस नामक मच्छर के काटने से ही होता 
है।” ये सब इस प्रकार के कथन हैं जिन्हें वैज्ञानिक सत्य की सन्ञा दी जाती है। क्या 
इनके प्रतिपादन का अर्थ यह है कि वैज्ञानिकों ने पत्येक लोहे या सोडियम के दुकडे 
को पानी में शलकर देखा है या उन्होने मलेरिया के प्रत्येक रोगी को मच्छर द्वारा 

काडे जाते हुए देखा है ? इस प्रकार किसी भी वैज्ञानिक नियम की विवेचना यदि 
आप करे तो आपको पता चलेगा कि उतका आधार कुछ सीमित अनुभव ही है। 

इस प्रकार विशिष्ट से व्यापक नियमी के प्रतिपादन में दोनो ही सम्भावनाएँ 
है। वे सत्य भी हो सकते है और असत्य भी। वैज्ञात्रिक इस वास्तविकता को 
समझता है। वह यह दावा नहीं करता कि ये नियम निरपेक्ष सत्य ही है। वह यह 
जानता है कि ये केवक परिकल्पना (+एएण९४७) मात्र हैँ जो वैज्ञानिक जगत् 
के अभी तक के जबुभवों को समझसने में सहायक होते हूँ । यदि इन परिकल्पनाओं के 

विरुद्ध कुछ भी प्रमाण मिलते हैं तो वह इन नियमो में सशोधन करने के छिए अथवा 
उन्हें त्याग कर दूसरे नियम प्रतिपादित करने के छिए प्रस्तुत रहता है ॥ 

_आापक ज्ञान प्राप्त करने की एक विधि है जिस्ले वेशञानिक विधि कहा जाता है। 
इसमें निम्न चरण होते है- 



सांह्यिकी क्या है? इे 

(१) प्रयम, वस्तुओ, कार्यो और घटनाओ का प्रेक्षण तथा अध्ययन क्या 

जाता है। 
(२) ह्वितीय, इन प्रेक्षणो में पारस्परिक सम्बन्ध स्थापित करने और उन्हें 

समझने के लिए कुछ सिद्धान्तो का प्रतिपादन किया जाता है। 
(३) तृतीय, इत नियमों में से कुछ तिगमन निकाछे जाते है जो प्रेक्षणगम्य 

बरतुओं तथा घटनाओं से सम्बन्धित होते हूँ। 
(४) चतुर्थ, इन घटनाओं या वस्तुओं के निरीक्षण के लिए कुछ प्रयोगो का 

आयोजन किया जाता है। 

(५) परचम, यदि इन प्रयोगों के निष्कर्ष प्रतिपादित नियमों के विरुद्ध होते 
हूँ तो इन नियमो को त्याग कर अथवा उनमें सुधार कर नवीन नियम प्रतिपादित 
किये जाते हैँ। 

इस प्रकार निरीक्षण और प्रयोग विज्ञान के अभिन्नतम अग हैं। 

कसी साधारण मनृष्य और वैज्ञानिक में यही अन्तर है वि पहला अपने क्थनों 
को पुप्टि के लिए और अधिक निरीक्षण की आवश्यकता नही समझता, जब कि 

दूसरा परीक्षण को अत्यन्त आवश्यक ही नही समझता बल्कि परीक्षण और निरीक्षण 

के बाद भी कथन के असत्य होने की सभावना से परचित है। दार्शनिक तत्त्व-विद्या 

(70९(-0॥9808) का तर्क विज्ञान में प्रयोग होनेवाले तक॑ से एकदम विपरीत 
होता है। उसमें यदि अनुभव किसी नियम का खण्डन करते पाये जाते है तो इसे 

अनुभवों का दोप समझा जाता है, ने कि नियमों का। 

इस प्रकार वेज्ञानिक विधि से जो ज्ञान प्राप्त किया जाता है वही विज्ञान है। 

इसमें दो प्रकार के नियम होते हैं ) एक तो वे जो यथार्थ हैं जिनके उद्महरण पहले 

दिये जा चुके हैं। “सोडियम के टुकडे को पानी में डालने से उसमें आय लूग जाती 
है” यह नियम सोडियम के प्रत्येक टुकबडे पर हर समय छागू होता है। इसी 

प्रकार जब यह कहा जाता है कि “एनाफिलीस मच्छर के काटने से ही मलेरिया होता 

है” तो इस कथन का तात्पये यह होता है कि क्सी भी मनुष्य को बिना इस मच्छर 

के काटे हुए मलेरिया नही हो सकता । इस प्रकार के सब नियम, जिनमें कोई अपवाद 

नही होता, ययाये नियम (०८०७८८।० ७४७) कहलाते है । भौतिकी और रसायनर-वविज्ञान 

में बहुधा ऐसे ही नियम पाये जाते हूँ । कभी-कभी प्रायोगिक फलो और इस नियमों में 
ऊुछ अन्तर पाया जाता है, परन्तु यह अन्तर अधिकतर सूक्ष्म होता है--इतना सुर 

कि इसको प्रयोग सम्बन्धी त्रुदि (८क्ुव्साग्रद्यध्य धारणा) माना जा सकता है। 



द् सांस्पिकी के सिडान्त और उपयोग 

इसके विपरीत कई परिस्थितियों में एक ही प्रकार की स्थिति और एक से 
कारणों के रहते हुए भी अल अलग अनेको फल सम्भव हो सबते हूँ । हो सकता है 
कि ऐसे कुछ अज्ञात कारण हो जो इंत फ़लो को निश्चित करते है। छेकिन इन 

कारणों के ज्ञान के अभाव में किसी यथार्थ नियम को प्रतिपादित करना असम्भव है। 

जैसे यह कहना असम्भव है कि किसी स्त्री की आग्रामी सन््तान छड़की होगी या 

लडका, अथवा स्ट्रैप्टोमाइसीन से कोई विज्येप मरीज नीरोग हो जायगा या नहीं; 

सा किसी निर्दिष्ट ताप, नमी व हवा के रुख और वेग के होने पर वर्षा होगी या नही । 

ऐसी अवस्था में किसी लिदिप्ट वस्तु अथवा घटना के यारे में भविष्य वाणी बरने में 
दोनों हो सम्मावनाएँ है। ये भविष्य केथन सत्य भी हो सकते हैं और असत्य भी । 

लेकित ऐसी परिस्थितियां में भी वैज्ञानिक विलकुल विवद्य नही हो जाता । वह यथार्थ 

से भिन्न एक घूसरे प्रकार के वियम क्य प्रतिपादन कर सकता है। ये नियम अकेली 

चस्तुओ अपवा घटनाओ के बारे में नही होते बल्कि अनेक एक>सी वस्तुओ अथवा 
घथ्नाओ के समुदायों के बारे में होते है | ये नियम यह बताते हैं कि इस समुदाय 
में प्रयोग के फलस्वरूप जो भिन्न भिन्न फल प्राप्त होगे उनकी बारम्बारता (० 
थु४०॥८५ ) कितनी होगी । उदाहरण के छिए “१०० बच्चो में से ५१ लडकियाँ होती 
है और ४९ लडके” अथवा “८० प्रतिद्यत क्षयरोगियो को स्ट्रैप्टोमाइसीन से लाभ 

होता है (” 
ऐसे नियमो को सास्यिकीय वियम ( उप्थाा5ध््वां 29७७ ) कहा जादा हैं। 

इस प्रकार साख्यिकी में निम्नलिखित बातें सम्मिलित है। 

१--घटनाओं था वस्तुओ के गुणों का सामुदायिक रूप में प्रेक्षण करना। 
२--इन प्रेक्षपो का विश्लेषण करके सक्षिप्त रूप में उत्तका वर्षत करना । 

३--इस वर्णत्र के आधार पर बारम्बारता अथवा प्रायिकता (ए7ंगंजाए) 

के रूप में नियमो का ध्रतषिदन करना १ 

४---कुछ दूसरी प्रेक्षणगम्य (०05८ एव० ८) घटनाओ की आमिकता सम्बन्धी 

निष्कर्प निकालना । 

५--इन निष्कर्षों की जाँच करने के लिए वुछ प्रयोगो का आयोजन करना | 
६--इन प्रमोगो के फलो का विब्लेएण करना । 

8 १"२ साह्पिकी के उपयोग 
हि दे परिस्थितियों जिनमें साल्यिक्रीय रीति का उपयोग होता है इतनी व्यापक 
है कि विज्ञान की ऐसी शाखा कदादित् ही कोई हो जिसमें इस रीति का उपयोग कभी 
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न किया जाता हो । भोतिक तया रासायनिक विद्यानो में भी, जिन्हें बहुत समय तक 

पूर्णत ययार्थ समझा जाता था, कई नियम प्रायिक्ताओं के रुप में हैं ॥ विश्येपत 

इलक्ट्रान, प्रोटान और न्यूट्राव आदि सूक्ष्म कणिकाओं के अध्ययन में तो माल्यिकीय 
नियमो का ही प्रयोग किया जाता है। जो नियम बडे पिष्डो के सम्बन्ध में होते हूँ 

वे यरधार्थता के इतने निकट होते हू कि नियम और फ़लो के अन्तर को प्रायोगिक' भूल 
रामझ कर उनकी उपेक्षा की जा सकती है । अयन बाई वैज्ञानिक यह बात मानने छगे 

हुँ कि वैज्ञानिक नियम कभी जी पूर्ण रूप से यथार्थ नही होते बल्कि यथार्थ के सज्निक्टन- 

मात्र होते हैं। ये मानते हूँ कि सभी नियमों की प्रकृति अतिम विश्लेषण में साख्यिकीय 

ही होती है। 
आरम्भ में विज्ञाना में साख्यकी का उपयोग अधिकतर प्रयोगा के समुदाय को 

इस प्रकार व्यक्त करने में होता था कि उससे प्रवृत्तियाँ ((९१०९०८०९४ ) प्रत्यक्ष 

हो जायें। फिर कुछ विज्ञाना में ब्यकवितिया और इकाइयो को छोडकर इनके समूह 

के आचरण के अध्ययन पर जोर दिया जाने लूगा। इसके लिए सास्यिकीय रीतियाँ 

बहुत उपयुक्त तथा आवश्यक थी। 
कृषि व प्राणि-विज्ञान के अध्ययन में वेज्ञानिकों को आरम्भ में बहुत अधिक 

कठिनाई का सामता बरना पडा था। विन्ही दो पौधा पर एक ही प्रकार की 

खाद व पानी का एक-सा असर नहीं पडता। यही बात पशुओ में भी पायी गयी। 

ऐसी दज्ा में एक ही उपाय था। वह यह कि व्यक्ति-विशेष को छोडकर उनके समुदायों 

के विषय में नियमों की खोज की जाय ) इस दृष्टिकोण से विदछेपण को अधिक उच्चत 

विधिया की आवश्यकता पूरी करनें में साल्यिकीय तरीका का प्रयोग हुआ। नयी 
नयी परिस्थितियों का सामना करने के लिए नये नये सिद्धान्त बताये गये। इस 

प्रकार साह्यिकी के विकास में कृषि एवं प्राणि-विज्ञान का बहुत वडा भाग है। 

इन विज्ञाना में केवल यही आवश्यकता नही थी कि प्रयोगो के फलों की ठीक 

से विदेचता की जाय । इस व्याख्या को सरल और प्रयोगो को अधिक सफल बनाने 

के लिए प्रयोगो के आयोजन में भी उन्नति की आवश्यक्ता थी । किसान यह चाहता 

है कि अनाज के उत्पादन का स्तर ऊँचा बना रहे। उसकी सहायता के लिए कृषि- 

विज्ञान वेत्ताओं को प्रयोग करने होते है जिनसे यह माछूम हो जाय कि अनाज की 
भिन-भिन्न किस्मो के प्रयोगो से उपज में क्या अन्तर पड जाता है, विभिन खादो के 

कया भ्रभाव है और खेती करने की सबसे उत्तम विधि क्या है) यह आशा की जाती है 

कि इन प्रयोगों के आधार पर वह क्सिनो को छाभदायक सुझाव दे सकेगा। 



द्दु सांश्यिको के घिद्धास्त और उपयोग 

विभिन्न खादो की तुलना के लिए पहले-पहल जो प्रयोग किये गये थे उनमें 

यह काफ़ी समझा गया था कि सादों व भिन्न-भिन्न भू-क्षेतरों में प्रमोग किया जाय और 
उनके उत्पादन की तुलना करके उनके आपेक्षिवे" मूल्य का तवंसम्मत अनुमान छगा 
लिया जागे। परन्तु शी प्र ही अतुसधान-वर्त्ताओं को पता ठग गया कि इस तरीके से 

समुचित मूल्यावन होता असभव है। एक ही किस्म के पौधों की उपज में, जिद्हें 

भिन्न-भिन्न भूक्षेत्रो में बोकर एक ही प्रकार की मिट्टी, खाद व पानी का उपयोग 

किया गया हो, बहुत अन्तर हो सकता है। इसलिए जब खादों की तुछना की जाय 
तो इस बा का पता चलाना आवश्यक हो जाता है कि जो अतर उत्पादन में पाया 

जाता है उसका सवध खादों से ही है अथवा उन अनेक कारणों से जिनसे या तो 

वैज्ञानिक अनभिन्ञ हैं या जित पर उनका कुछ वश नही है। इसके लिए साह्यिकीय तर्क 

का प्रयोग किया गया है और वैज्ञानिक अन्वेषण में उसका महत्त्व प्रमाणित ही चुका है। 

कृषि-विज्ञान से ही सवधिव वनस्पति-प्रजनन ( 990 /7०८०॥९ ) विज्ञान 
है। वनस्पति-सवर्धका किसी भी गवेषणा का अतिम ध्येय होता है वनस्पति की 

अधिक उन्नत किस्मों का विकास। किसी भी किस्म की उन्नति कई विभिन्न दृष्ि- 

कोणो से हो सकती है। उदाहरणार्थ बनस्पतियो को जो खाद दी जाती हैं वे उसका 

उपयोग करने के योग्य बर्नें, बीमारी के कीटाणुओं से वे अधिक सुरक्षित हो था 
तापमान के उतार-चढाव को सहन करने की उतकी शव्ित में वृद्धि हो । वनस्पति 

पर उल्पत्ति-लवधी ओर वातावरण-सवधी उपादानों ( 9०075 ) का प्रभाव पडता 

है। जिस प्रकार किसान अनुकूल वातावरण द्वारा अधिक उत्पादन प्राप्त करने की 

चेष्टा करता है, उसी प्रकार बनस्पति-प्रजनन का अध्ययन करनेवाला उत्पत्ति के 

सिद्धान्तों के उपयोग द्वारा वनस्पतियों के वशानुगत गुणों में उन्नति करने का प्रयत्न 
करता है। परल्तु इस गवेपणा में उसे नये नये प्रश्तो को हल करना पडता है जिसके 

लिए वे सिद्धान्त यथेप्ट नही होते जिनका उसे पहले से ज्ञान है। नये सिद्धान्तो की 

खोज के लिए उसे उत्पत्ति सम्बन्धी प्रयोग करने पडते है। इस ग्रवेषणा में जितना 

धन उपलब्ध है और जितना समय है उसको देखते हुए किस प्रकार पौधों का चुनाव 

करना चाहिए, प्रयोग के लिए उतकी सख्या किस प्रकार निर्धारित करनी चाहिए। 

भिन्न-भिन्न श्रेणियों को भिन्न-भिन्न भू-क्षेत्रो में किस नियम के अनुसार छगाना चाहिए 

आदि समस्याओं का हल साल्यिकी के सिद्धान्तो के उपयोग से ही होता है। 

पिछले दस पन्द्रह ध्षों में विदामिनो के सबंध में बहुत अनुसंधान हुआ है! 
भिन्ननभिन्न विटामिनों के महत्त्व को समझने के लिए अनेक प्रयोग किये गये है! यह 
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प्रयोग बहुधा पशुओ पर किये जाते हैं, क्योकि उम्र, वजन, लिग, बल और पहले 
से बनी हुई भोजन की आदतें आदि कई बाते हैँ जो भोजन के प्रभाव को किसी सीमा 
तक निर्धारित करती हैँ, इसलिए इन प्रयोगो के लिए पशुआ के ऐसे समूहा को 

चुना जाता है जो ऊपर लिखी वाता में एक-से अथवा लगभग एक-से हो। एक समूह 

को एक निर्दिष्ट मात्रा में सामान्य खुराक दी जाती है। शेप समूहा को विटामिनों 

की भिन्न-भिन्न मात्राओं से युवत खुशक दी जाती है। इनमें से एक को उपर्युवतत 

सामान्य खुराक से कही अधिक विटामिन मिलता है और दूसरे को बहुत कम, लगभग 

नही के वरावर। बाबी समूहो को इन सीमाओ के बीच में भिन्न भिन्न मात्राओ का 

विटामिन मिलता है। किस पशु को किस समूह में रखा जाये यह अनियमितता से 
निश्चित किया जाता है। पश्ुओं बो इन निश्चित खुराकों पर निश्चित समय वे 

लिए रखा जाता है। अन्वेषक प्रतिदिन वजन के उतार-चढाव व वीमारियो के चिह्ना 

के प्रकट होने का विवरण लिखता रहता है। यदि यह प्रयोग साब्यिकीय सिद्धान्तो 

के अनुसार सावधानी से किया गया हो तो इससे कई मूत्यवान् निष्कर्ष निकाले जा 
सकते हूँ । 

सामाजिक विज्ञानों में भी साख्यिकीय विधिया का बहुत उपयोग होता है। जनता 

का मत जानने में राजनीतिक दलो की रुचि होता स्वाभाविक ही है और इस कारण 
वे साख्यिको से अधिक परिचित होते जा रहे हूँ । अर्थशास्त्र को गवेषणाओं में तो 

सार्यिकीय विधियाँ अपरिहाय हो जाती है । अर्थे्वास्त के नियमो का सवंध सामुदायिक 

प्रवृत्तियों से होता है और ऐसे निम्रमो का निर्धारण बहुधा सास्यिकीय प्रणाली के 

विवेकपूर्ण उपयोग पर निर्भर करता है। 

पोपण-सम्बन्धी गवेषणा (7प्र्छप्क्कग सट््थ्याटो ) में एक लक्ष्य यह हो 

सकता है कि भोजन में उन तत्वों का अधिक से अधिक उपयोग हो जिनकी, भोजन 

सत्रधी अध्ययन के अनुसार, औसत आहार में कमी पायी गयी है। इस क्षेत्र मे 

साहियकी का प्रारम्भिक कार्य केवल प्रति मनुष्य औसत आहार वा पता छगाना और 

उसकी किसी लू्य से तुलना करना है। प्रति व्यवित आहार का वितरण किस प्रकार 
है यह् जानना भी उतना ही महत्त्वपूर्ण है जितना औसत का ज्ञान। परन्तु एक बड़े 

देश पे फ्रत्मेक मतृष्य से उसके जाहार का विवरण प्राप्त करना असमव सा है यदि 
यह सभव भी हो तो इन ऑकडो को जोडकर उनसे औसत का परिकलन करने में त्रुटि 
होने की इतनी अधिक सभावना है कि इतना अधिक व्यय करके इन आँकडो को 
पाप्त करना उचित प्रतीत नही होता। जिरा प्रकार एक मुट्ठी चावल का नगूना देखने से 



८ सारियक्ी के सिद्धास्त और उपयोग 

एक बोरे चावल की किस्म का अतुमाव छगागया जाता है उसी प्रकार दुछ थोंडे से 

शनुष्यों को चुनवर और उनके आहार सदवी आँकडो वो एकत्र करके क्या देश के 
औसत का पता नही लगाया जा सकता ? साडियकीय सिद्धान्ता के प्रयोग से यह निर्णग 

किया जा सकता है कि इस कार्य के लिए कितने मनृष्या का चुनाव य्थेप्ट होगा या 

उनका चुनाव किस प्रकार क्या जाये कि जौसत का अनुमान अधिक विश्वसनीय हो । 
देथ के बारे में साधारण ज्ञान सरकार के ल्ए वहुत ही आवश्यक होता है । देम 

में कितना अनाज उत्पन्न हुआ है और झ्तिने अनाज की आवश्यकता है, इसका यदि 
सरकार को अनुमान न हो त्तो बचाज के जायात निर्यात के दारे में किसी निर्णय के 

लिए उसके पास कोई जिश्वसतीय आधार नहीं होता । थादि उसे यह पता न हो 

कि देझ में उपज आवश्यकता से एक करोड टन कम हुई है दो हो सकता है कि उसे 

अकाऊ वा सापना करना पडे। यदि जनाज आदब्यकता से अधिक उत्पन्न हो गया 

और सरकार इस ज्ञान के अभाव में अनाज के निर्यात पर रोक' रूगा देती है तो अनाज 
के दाम ग्रिरत्र देश में मदी की स्थिति पैदा हो सकती है ॥ विशेष रूप से आजवल 

सरकार आगामी पाँच या दस वर्षों की योजनाएँ वतानें में लूगी हुई है इसलिए 
उसके लिए इस प्रकार के ज्ञान की आवश्यकता बहुत वढ गयी है। यदि सरकार 
ने यह निर्णय कर लिया है कि पाँच साल मे प्रति व्यक्ति को आय में १० प्रतिशत वृद्धि 

हो जायेगी तो उत्ते इस वात का भी अनुमान हीना चाहिए कि इस बढी हुई आय का 
मनुष्य कया करेगा। किस दस्तु को सॉँग क्तितो बढेगी और क्सि वस्तु की गिरेगी 
या यदि उसने इरादा किया है कि राप्ट्रीय आय में १५ प्रतिझत की बुद्धि हीगी तो 

उसे यह भी माछूम हीना चाहिए कि जनसस्या किस तेज़ी के साथ वढ रही है। हो 

सकता है कि योजना-काछ के अन्त में राष्ट्रीय आय मे वृद्धि होते हुए भी प्रति-व्यविति 

औसत आय में कमी हो जामे। इस भ्रक्नार वा साधारण ज्ञात प्राप्त करने के लिए 

सर्वेक्षण ( 57४८५ ) को आवश्यकता पउती है। परन्तु यदि इसके लिए प्रत्येक 
मनुष्य से पूछताछ को जाये तो ही सफता है सरकार की सारी आय सर्वेक्षण कराने में 

ही व्यय हो दाये और उसका सारा उद्देश्य ही समाप्त हो जाये । यदि यह ज्ञान विलकुछ 

यथा न भी हो, तव भी, सरकार का कास चल सक्तए है। यदि सर्वेक्षण वा खर्च 

नियत हो चुका हो तो कस प्रकार कम से कम आतिप्र्ण अनुमान लगाया जा सकता 
है यह निश्चय करने में सास्यिकी के सिद्धान्द हमें मदद पहुँचाते है ! 

उद्योग-धधो में तो नमूनो के बिना काम ही नहीं चछता। थोक ध्यापारी कौ 

हजारों की सख्या में माल छेना पडता है। कोई कितना ही अच्छा कारखाना वयो मे 
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हो उसमें बने हुए माल में थोडा वहुत अवश्य ही खराब होता है। यदि एब-एवं चीज 

का निरीक्षण करके उनमें से खराब चीजो को अरूग करना हो तो इसके लिए उन्हें 

एक अछग विभाग कर्मचारिया का रखना पडेगा। इससे उत्पादन का दाम बढ 

जायेगा। यद्यपि थोक व्यापारी को सब माल अच्छा मिलेगा परन्तु इस बढ़े हुए मूल्य 

के कारण उसे लाभ के बदले हानि ही होगी। किन्तु यद्वि उसे इस बात का सतोप 

दिला दिया जाये कि उत्पादन में रे १ प्रतिशत से अधिक माछ दोपपूर्ण होने की 

सभावना वहुत कम है और यदि इस आश्वासन के लिए इतने अधिवा निरीक्षण की 

आवश्यकता न पड़े कि वास्तव में लागत इतनी बढ जाये तो सभवत थोक व्यापारी 

को सतोप हो जायगा। इस निरीक्षण का किस प्रकार प्रवध किया जाय कि थोक 

व्यापारी को भी सनोप हो जाये और खर्च में भी अधिक बृद्धि न हो? साप्यिकी वे' 

सिद्धान्त इसमें हमें सहायता पहुँचाते हैँ । 
अभी तो हमने उस दक्षा में साख्यिकी के उपयोग का वर्णन क्या है जब कि 

माल बिकने के लिए जाता है। किन्तु उसके पहले भी वहुत-सी समस्याएँ कारखाने 

बालो के सामने होती हूँ । यदि माल खराब तंयार होता है तो उसका कारण खराब 

कच्चा माल, कल पुर्जो की खराबी या परिचाकूक की गलती कुछ भी हो सकता है। 

क्याकि खराब माछझ रह हो जाता है इसलिए कारखाने को यह पता हगगाना बहुत 

आवदयक होता है कि खराब माल बनने का क्या बगरण है। क्सि प्रकार के प्रयोग 

करके इस कारणों का पता छगाया जाये, यह साख्यिकी का ही काम है। कारण पता 

चलने पर यदि खराबी कच्चे माल में है तो उसको बदल कर अच्छी सामग्री लेकर 

खराबी दूर की जा सकती है। यदि कल-पुजों में है तो कहाँ खराबी है यह माडूम 

होने पर इजीनियर उसे ठीक कर सकते है । परिचाल्क की गलती होने पर उसे 

उपयुक्त ट्रेनिंग दी जा सकती है या उसे बदला जा सकता है। इन प्रयोगों में जो 

व्यय होता है वह साधारणतया उस बचत के सामने शून्यप्राय ही होता है जो नप्द 

हुए पदार्थे के कम होने से होती है। कच्चा माल, मशीन और परिचाल्क के ठीक 

होते हुए भी कभी कभी उत्पादन में गड़बडी हो जाती है । ऐसी दशा में यदि जरा- 
जरा-सी ख़राबी होने पर मील की व्यवस्था की जाये तो काम में रुकाठट प्रड जाने 

के कारण व्यय बहुत बढ जायेगा। यह भी हो सकता है कि जिस मशीन की व्यवस्था 

ठीक हो वह भी विग्ड जाये। इगलिए यह माझूम होना जरूरी है कि क्या वास्तव 

में ही मशीन में कुछ खराबी है। इसके विपरीत यदि मश्नीन वास्तव में खराब हो 
और वह जल्दी ही ठीक न की जाये तो पत्ता नही कितता उत्पादन नष्ट हो जाये । 
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इस दुविधाभयी स्थिति में साख्यिकी हमारी मदद करती है और नियत्रण-चार्टे 

(०००० लंध६) की मदद मे यह बनुमान छयाया जा सकता है कि मद्तोन में 
व्यवस्था करने की आवश्यकता है या नहीं। 

समार में तरह-तरह की वीमारियाँ फ़ैडो हुई हूँ । इसके साथ ही इन धीमारियों 
के बारे में सैकडा प्रकार की भ्रातियाँ भी फँडी हुई हैँ । जितने छोग है उतने ही इलाज! 

बहुत से छोय माने हुए इलाजा की बुराई करते हैं और कहते हैँ कि इनको इलाज 

समझना गलती है। यह एक विचित परिस्थिति है जिसमें यह पता छगाना मुश्किल 

हो जाता है कि किसका कहना ठीक है और क्सिक्ा गलत। ऐसी बीमारी कम ही होती 
है जिनका कोई मरीज ठीक ही न हो । बिना इलाज के भी छोग ठोक हो जाते हैं| 
इस कारण यदि कोई मनुष्य एक विश्ञेप औपधि के लेने के बाद ठीक हो जाता है तो 

यह कहना उचित नही है कि वह् बिना औषधि के मर ही जाता। परन्तु कुछ लोग 

इसको ही औषधि के प्रभावपूर्ण होने का प्रमाण मान लेते है। यह पता किस प्रकार 

लगाया जाय कि कोई ओपधि भमर कर रही है या नहीं। आप सोचेंगे कि यह एक 

अजीब समस्या है जिसका हल होना श्ञायद सभव न हो, परन्तु साह्यिकी के पास 
इसका भी हल है। यदि कुल रोगियों में से ९० प्रतिशत मर जाते है, परन्तु एक विशेष 
ओऔपधि का सेवन करनतेवालो में से केवछ १० प्रतिशत मरते है तो आप औपधि के 
प्रभाव को स्वीकार करेंगे अयवा नहीं? आप कह सकते है कि यह तो सयोग की 
वात थी कि इस औषधि का इलाज पाये हुए लोगो में से केवछ १० प्रतिशत छोग मरे । 
साहियिकी हमें यह परिकलत करने में सहायता देती है कि केवल समोगवश इतना 

अस्तर होना कहाँ तक सभव है । 

आधुनिक चिकित्सा-विज्ञान ( 27000थ 5८०८० ) ने दो दिशाओं में उनति 
की है। एक तो रोग होने के बाद उस्तके इलाज में और दूसरे बीमारी को फैलाने से 
रोकने में । इस दूसरी दिद्धा में प्रगति के लिए यह आवश्यक है कि बीमारी के कारण 
का पता चछाया जाय। कारण के ज्ञात होने पर उसको दुर करने के उपाय भी 
मालूम किये जा सकते है । जिस प्रकार रोगो के इलाज के बारे में भिय-भिन्न धारणाएँ 
हैं, उसी प्रकार रोगो के कारणों के बारे में भी लोगो में मतभेद है। कोई कहता है 
कि अमुक रोग मच्छर के काटने से होता है, तो दूसरा बतायेगा कि अमुक वस्तु के खा 
लेने से यह बीमारी हो जाती है। तोसरा यह कहेगा कि भोजन में अमक वस्तु की कमी 

ही इसका कारण है, जब कि चौया इसे पापो का फल अथवा देवी-देववाओ का प्रकोप 
समझता है। किसी भी मनुष्य के वीमार होने से पहले यह सभव है कि उसे मच्छर 
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ने काटा हो, उसने कोई विद्येप वस्तु खायी भी हो और उसवे' भोजन में विसी आवश्यक 

वस्तु की कमी रही हो । इसी गवाही पर कि उसे मच्छर ने काटा था, यह निश्चय 

कर लेना कि बोमारी का विशेष कारण यही है, उचित नहीं मालूम होता। इसी 
प्रकार भोजन के किसी विशेय अग को कमी को वजह से बीमारी होना अवश्य सभव 

है, परन्तु किसी विशेष रोगी वा अप्ययन करके इसना पता चलाना असभव है । इसके 

लिए रोगियों के बहुत बडे समुदाय की जांच करना जरूरी है जिससे यह शान हो कि 
उनमें क्या लक्षण समान थे जो उन छोगा में नही थे जो रोग से बचे रहे । क्योकि 

यहाँ व्यक्िति-विशेष की जाँच का नही वरन् व्यक्तिया के समुदाय के अब्ययन वा प्रश्न 

है, इसलिए यह माश्यिकी के क्षेत्र में सम्मिलित है । इस प्रकार कारण का पता लगा- 

कर रोगो को फैलने से रोकने में साख्यिकी ने चिकित्सा-विज्ञान की बहुत सहायता 

की है। 
'परीक्षा में विद्याथियों को बहुघा आपने यह कहते सुब्ा होगा कि भाग्य ने उनका 

साथ नही दिया। जो कुछ उन्होंने नहीं पढ़ा था उसमें से ही प्रश्न रख दिये गये । 

या अमुक विद्यार्थी बहुत भाग्यशाली है, उसने साल भर कुछ नही पढा, परल्तु परीक्षा 
के पहले दो महीने में उसने जो पढा उसमें से ही सारे प्रश्न आ गये, इसी कारण बह 
प्रथम श्रेणी में उत्तीर्ण हो गया । आप जञायद यह मानेंगे कि ये दावे बिलकुल बे- 
बुनियाद नही हूँ । फिर भी आप यह कहेंगे कि यद्यपि कुछ विद्याथियो को, जो योग्यता 

नही रखते, भाग्य से अधिक नवर मिल सकते है तथापि उस विद्यार्थी को--जिसने 
वास्तव में मेहनत को है और जो योग्य है--शम नबर नहीं मिल सकते । 

लेकिन क्या यह सच है ? उत्तर प्रदेश की हाईस्कूल परीक्षा को ही लीजिए। 

इसमें दो छाख से अधिक विद्यार्थी बैठते हैं। यह असम्भव है कि एक ही परीक्षक इन 

सबकी कापियाँ जाँचे। ये कापियाँ २०० से अधिक परीक्षकों में बाँट दी जाती हैँ । 

क्या दो विद्यार्थी जिन्होंने एक से उत्तर लिखे हैं वराबर नवर पायेंगे ? यदि एक 

ही उत्तर की दो परीक्षको द्वारा जाँच करवायी जाय तो नवरो में वहुधा ययेप्ट अतर 

पाया जायगा। 
इस प्रकार परीक्षाओं में वहुन-सी कमियाँ हैं । इन्हें दर करने के लिए, विशेष 

रूप से अमेरिका में, एक नवीन रीति अपनायी गयी है। विद्यार्थी से पाँच या छ हूम्बें- 
हम्बे प्रश्न पूछने के स्थान पर सौ या डेढ सी छोटे-छोटे प्रदन पूछे जाते हैं। इन प्रश्नों 

से विषय का कोई अग भही बचता। दस प्रकार परीक्षा से भाग्य के प्रभाव को काफी 

हैंदे तक दूर किया जा सकता है। परीक्षको के अतर को दुर करने के लिए भी वहाँ 
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एक बडा सुन्दर तरीका अपनाया जाठा है। हर एक प्रश्न वे चार या पाँच उत्तर द्यि 

हुए रहते हैं जिनमें बेवल एक सही होता है और अन्य सद गछत। परीक्षार्थी को 
क्वेवल यह बताना हाता है कि ठीक उत्तर कौन-सा है। यह पहले से तय हो जाता 

है कि ठीक होने पर विद्यार्थी को कितने नम्बर मिलेंगे और यल्त होने पर कितने 
नवर क्टेंगे। इस द्षा में परीक्षका के अतर के कारण नवरो में कोई अतर नहीं पढ़ 

संकता। वाह्तव में इस हालत में परीक्षक की कोई थावश्यरता ही नही रहती और 

नवर मश्यीन द्वारा भी दिये जा सकते हूँ। 
शायद आपका ध्यान इस आर गया हा कि परीक्षक्रा के अतर को दूर बरते के 

लिए जो तरीका अपनाया गया है उसमें फिर भाग्य जौर संयोग प्रवेद कर गया है। 

यदि कोई विद्यार्थी केवल अनुमान द्वारा उत्तर का इगित करे तो भी सबोगवश उसके 

द्वारा इंगित उत्तर सही हो सकता है। साह्यिकी इस स्थान पर काम आती है। 

अभ्रदनों की सख्या और उनमें सवर देने का तरीका इस प्रकार का बनाया जाता है 

कि केवल अनुमान के आवार पर यच्छे नम्बर पाना अमभव हो जाता है। इसके 

अतिरिक्त सास्यिकी का प्रयाग इन सौ-डेंढ सौ प्रश्ना के अछग-अलग विश्केषण में 

यह जनाने के लिए होता है कि कौत-से प्रश्न ऐसे है जो अच्छे और बुरे विद्यार्थियों को 

पहचानने में वास्तव में सहाय+ हैं। इम प्रत्ञार मानसिक्र माप को अधिक विश्वसवीय 

बताने में साझ्ष्यकी का काफी भाग है । 
पिछले पृष्ठो में आपने उन अनेक क्षेत्रो में से कुछ का परिचय प्राप्त किया है 

जिनमें साह्यिकी का एक दिश्चिप्ट स्थान है। आप यह जानने के लिए उत्सुक होगे 
कि आखिर सार्यिी के ये सिद्धान्त क्या हैं जिनका उपयोगी क्षेत्र इतना विस्तृत है। 
यह हम पहले ही बता चुके है कि साल्पिकी में जो कयर्य सम्मिलित हैँ उनमें से एक है 

प्रेक्षणा का विश्लेषण करके उत्तें सक्षिप्त रूप में रपना | अगछे अध्याय में हम देखेंगे 

कि आँक्डा को किस रूप में रखना चाहिए जिसमे हमें उन समुदायों को समझते मे 

सरल्ता हो जिनसे वे सवधित हैँ। 
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फर्मष्टि ओर उसका विवरण 

३ २१ १ समष्ठि (909ए४७०॥) 

इस अध्याय में यह बताया जायगा कि कसी समष्टि के वर्णन के लिए बया विधि 

अपनायी जाती है और उसके साब्यिकोौय विवरण में क्सि प्रकार की विशेषताओं 

की ओर ध्यान केन्द्रित रहता है । व्यवहार में समप्टि का न््यादशे ( $भ79/०) 

द्वारा प्रतिनिधित्व किया जा सकता है । परन्तु इस स्थान पर हम प्रतिदर्ण और 

संमष्टि में शेद नही करेगे | समष्टि भे हमारा तात्पर्य कुछ विश्विष्ट इकाइयों के 
एक समह से है । हर एक इकाई का कोई गुण ( ८४४३८७४ 07 ४४४७0॥८ ) 
मापा अथवा परक्षा जा सबता है। ये इकाइयों दो प्रकार की हो सकती है। प्रथम 
तो वे जिन्हें साधारण रूप से एक ही समझा जाता है और जिनका अधिक विदलेपण 

करने पर उनके भागो के गुणों में पूरी इकाई के गुणो से कोई सादृश्य नहीं रहता । 

इस प्रकार की इकाइयो के उदाहरण हूँ मनुष्य, घडी यौर प्रा । यदि इनके विभिन्न 

भागों की तुलना की जाय तो आप देखेंगे कि वे एक-दूसरे से इतने भिन्न है कि उन्हें 
सरलता से पृथरू-पुथक् पहचाना जा सकता है। इसके विपरीत कुछ इकाइयाँ इस 
प्रकार की होती है जिनको अपेक्षाकृत छोटी इकाइयो का समूह समझा जा सकता है। 

इस प्रकार की इकाइयो के उदाहरण हैँ सिपाहियो की टुकडियाँ, दियासलाइयो का 

डिब्बा, पुस्तकालय इत्यादि। 

६ २२ चर ( एथट4६8 ) 

किसी विशेषता के माप को चर ( शग70 ० छ७द74८ ) कहते है क्योकि 
यह विभिन्न इकाइयो के लिए विभिन्न मान ( ५४४८४) घारण कर सकता है । 

कुछ चर ऐसे होते हैँ जिनके लिए दो मानो के बीच का प्रत्येक मान धारण करना 
सभव है। उदाहरण के लिए मनुष्यों की ऊँचाई इस प्रकार का एक चर है। पाँच 
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और छ फूट के बीच की सभी ऊँचाइयो के मनुष्य सभव हैं । इस प्रकार के चर को 
सतत चर ( ८शा्रह्याण३ ए्दावर्श८ ) कहते है । इसके विपरीत परिवार में 
गनुष्यों की सख्या, पुस्तक में पृष्ठो की सख्या या पुस्तकालय में पुस्तकों की सस्या 
आदि कुछ ऐसे चर हूँ जो कुछ परिमित (870८ ) सख्यक विभिन्न मानों को ही 
धारण कर सबते हूँ। इस प्रद्यार के चर को असतत चर (दर शढांए: ) 
कहते है । 

$ २३ आँकडो को सक्षिप्त रूप में रखने की विधि 

समष्टि में अनेको इकाइयाँ होती हैं। यदि उन सबके गुणो के मापो के समूह 

को आपके सम्मुख रख दिया जाय तो आपको उन्हें समझना और उनमें से तृथ्य प्राप्त 

करना कठिन हो जायगा। किसी भी वैज्ञानिक सिद्धान्त के प्रतिपादन के छिए यह 
निवान्त आवश्यक हो जाता है कि उस ज्ञान को, जो माषों के समूह से प्राप्त होता 
है, सक्षिप्त रूप में रखा जाय, आवश्यक ज्ञान को अलग किया जाय और अनावश्यक 
तथा असगत ज्ञान की उपेक्षा की जाय ! 

सक्षिप्त करने की सास्यिकीय विधि में दो विश्वेप भाग होते है -- 
(१) आंकडो को सारणी अयवा रेखाचित्रो द्वारा सुब्यवस्थित रूप में प्रस्तुत 

करना , 

(२) कुछ ऐसे साह्यिकीय मापों का कलन करना जो इस आंकड़ों की विशेषताओं 
का वर्णन करते है । 

कुछ उदाहरणो द्वारा इत क्रियाओ को समझने में आसानी होगी। मान छीजिए 
कि आपके आफिस में २० मनुष्य काम करते है। आप इन वीस मनुष्यों के समुदाय 
का अध्ययन करना चाहते है। इस विशेष अध्ययन में आपको जिस चर का विशेष 
ध्यान है बह है इन मनुध्यों की उम्र । इसके लिए आप त्त्येक मनुष्य से उसकी उम्र 
पूछ कर नौट कर छेते हैँ । यह उम्र सारणी २ १ में दी हुई है। 

प्रथम बात जो आपके ध्यान में आयी होगी यह है कि किसी समूह की उम्र सबधी विशेषताओ के वर्णन में उस समूह के मनुष्यों के नामो का कोई स्थान नही है। 
इस प्रकार के असगत ज्ञान की उपेक्षा की जा सकती है। इसके अतिरिक्त इन उम्रा 
को विशेष क्रम में रखने पर उसके समझने में सहायता मिल सकती है | ऊपर की 
सारणी के संगत भाग को हम चिम्तलिखित सक्षिप्त रूप में रस सकते हे । 
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सारणी सख्या 24 
आफिस के मनुष्या के नाम और उनकी उद्र 

क्रम क्रम “| नाम नाम 'निकटतम 
सख्या संख्या बर्षो 

प्र 32 हे 2 ५ 

५ अपोध्या सिह व विभर चद्र 25 
2 | अवध बिहारी हट 72..| नवीन 25 
| कमल कृष्ण 28 व बलवत राम 28 

4 | नर्रासह 28 74 | बाल दृष्ण 25 
5 | रात्म प्रकाश 26 75. | निमझ श्प 
6 .ै जोम प्रकान 27 76 | हरी प्रसाद 2 
प्र | हुकुम चन्द्र 25 प7 | कासिम 28 
8 | याकूब शा 78. | जम प्रफाश अ 
9 रमेश च द्र 26 79 | केवलछ राम ] 

70 | रमेश प्रसाद 28 20 | अनोखे लाल 25 

सारणी सख्या 22 
आपके आफिस के मनुष्यों की उम्ना का वितरण 

5 सख्या | » पतन | वारबारता 
वर्षो में 

7 शा ाः 

(7) (2) (3) 

है 23 त्रु 

£] 24 | 0 

६ | 25 8 

74 26 ट 

5 7 4. 
6 238 ] 

कण | 9० | 
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इससे हमें यह पता चलता है कि भिन्न-भिन्न अवस्था के कितने मनुष्य इस सम 
दाय में है । वारवास्ता (ह८०००प४८५) के अथे है उन इकाइयो की सख्या जिवमें 
माप समान है। उदाहरणार्थ 25 वर्ष की उम्र के मनुष्यों की बारवारता इस सम्* 

दाय में 8 है । इस प्रकार की सारणी को चारदारता सारणी ((८०७८ए८ए (४०८) 

कहते है । इसके द्वारा सयत माप के वारवारता-वटन अथवा वितरण [+पुप्शाएए 

का5धाज्रापणा ) का पता चल जाता है । 

यदि हम यह जातना चाहें कि 27 वर्ष अथवा उससे कमर अवस्था के क्तिवे मनुष्य 

आपके आफिस में हैं तो हमे उन सब वारबारताओं का योग करना होगा जी 27 वर्ष 

और उससे कम उम्र के मनुप्यो की है। इस आफिस में यह सचयी बारबारतां 
(८फ्जर्णबाएए जपृप्ला2ए) 7+०0+8+2+45-॥5 है । इस प्रकार ऊपर 

दी हुई बारबारता सारणी की सहायता से एक सचयी वारवारता सारणी बतायी जा 

सकती है। 

सारणी सख्या 23 
आप कै आफिस के मनुष्यों की उम्र की सचयी बारबारता सारणी 

गए उम्र लक्टतम | सचयी ऋरम-सख्या 
हे 8 वर्षों में बारबारता 

डा 

४ 23 

> 24 
मु; | 

|: | £ 
6 28 

(7) (2) | (3) 

$ २४ आँकडो का रेखाचित्रो द्वारा निरूपण 

ये सचयी बारबारवाएँ एक ग्राफ पर बिन्दुओं हारा निरूपित की जा सकती है । 

इन बिंदुओं को मिछाती हुईं जो रेखा खीची जाती है उसे सचयी बारबास्ता का रेखा- 

चित्र (८०प्रापाग्ए8 पिट्वूपटा०ए १० छाया) अथवा वोरण (०टए८) वहते है । 

इसी प्रकार बारबारताओ को ग्राफ पर बिन्दुओ द्वारा निरूपित करते और क्रम- 
गत दिन्दुओ को रेखाओं हारा मिला देने पर बारबारता का रेखा-चित्र बन जाता 
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आयु --+ 

चित्र १--संत्रपी बारंबरता 

है | उस टेदी-मेढी रेखा को जो इन बिंदुओ को मिलाती है, घारबारता-बहुभुज 
(8धपृप्शा८ए ए०ए००) कहते है । 

हा 

9 

खघित्र २--आपूृत्ति बहुमुज 

यदि चर कुछ परिमित (806) मानों को ह्वी घारण कर सकता है वो 

| 
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ग्राफ में इन मानो के लिए दारवारता को विदुआ द्वारा सूचित क्या जा सकता है! 
यदि इन विदुओं से भुजाक्ष (35 ० 2४5८५) पर ऊध्व रेसाएँ खीची जायें तो 

उतऊी लवाई से इन वारवारताआ का अधिक स्पप्ट आभास हो जाता है। इस 

प्रकार निश्पण को दण्ड चित्र (927 82877) बहते हैँ । 

इसके विपरीत यदि चर सतत हो तो चर के परास (ईशाष्टु४) को कुछ भागों 
में विभाजित वर दिया जाता है| सारणी में प्रत्येक भाग के लिए चर की बारबारता 

दो जाती है| ग्राफ में इन भागा को मुजाक्ष पर अतरालो से सूचित क्या जाता है। 
प्रत्येक अतराक् पर ऐसा समकोण चतुर्भुज वनाय्रा जा सकता है जिसका क्षेत्रफल उस 

अतराल में चर की वारवास्ता को सूचित करता हो। वारवारता के इस प्रकार के 

निरूपण को आयत-चित्र (79० 877०) कहते है । 

४2 
ज0 

| 
[] 

कि 
5०] 

9४ 

च ; ॥॥॥॥॥| ॥॥॥ ॥॥ ॥ ॥॥॥| ॥ ॥ म््स््स्् 
ध््य्य्व्श्ञ 

श्ठ 

चित्र ३--आयत चित्र 

आयंत चित्र अयवा बारवारता वहुभुज दोनो से हमें वारबारता सारपी में दी हुई 

सब सूचना प्राप्द हो जाती है। बहुधा चित्र द्वारा वे विजेषताएँ स्पष्ट ही जाती हैँ 
जिनको अको के रूप में समझना अपेक्षाइत कठिन है। इसी प्रकार सचयी बारबारता 

चित्र द्वारा सचयी बारवारता को विशेषताएं अधिक स्पष्ट हो जाती है । 



समप्दि और उसका घिवरण श्र 

६ २५ चर के परास का विभाजन 

एक बात पर झायद आपका ध्यान गया होगा ) उम्र एक सतत चर है । जिन 

मनुध्यों की उम्र २५ वर्ष ल्खिी हुई है वास्तव में उन सववी उम्र एकदम समान नहीं 

है। उनमें महीने अथवा दिनो का अतर हो सकता है । ऐसी दद्ा में माप के हर सूदम- 

तम भाग के लिए बारबारता-चित बनाना नितान्त जसभव है। इसलिए इसके स्थान 

पर उम्र के परास ( गशाह८ ) को कुछ भागों में विभाजित कर ल्यि जाता है और 

केवल उन्ही भागों के लिए बारबारता-सारणी बनायी जाती है । उदाहरण के लिए 

ऊपर की सारणी में २३ वर्ष का अर्थ है २२ ५ से लेकर २३ ५ वर्ष तर का अतराल । 

आयतत चित्र इसको ही घ्यान में रखकर बनाया जाता है । 

यदि चर परिमित हो तो भी परास को इस प्रकार विभाजित करने की आब- 

इ्यकता पड सकती है । यह तब होता है जब छोटी इकाइयो की तुलना में परास बहुत 

अधिक हो । उदाहरणार्थ यदि एक नगर के मनुष्या की आय के अनुसार बारबारता- 

सारणी बनायी जाय तो आयो का परास शून्य से लेकर दस हजार रुपये मासिक तक हो 

सकता है । यदि एक एक दपये की आय के अतर से बारवारता मालूम की जाय तो न 

केवल बहुत अधिक भेहनत पटेगी वरनू् इस बृहद् सारणी को रामझना और उससे 

किसी तस्व को प्राप्त करमा अराभव हो जायगा। इसलिए परास को अपेक्षाकृत 

कम भागा में विभाजित करना आवश्यक हो जाता है। साधारणतया बीस या 

पच्चीस से अधिक मागो में विभाजित करने से सारणी को समझने में कठिनाई 
पडती है। 

यदि हो सके तो इन भागों का---जिनमें परास को विभाजित किया जाता है--- 

वरावर होता अच्छा रहता है । परतु कई बार भागों के बदटाबर होने से कठिनाई हो 

जाती है। उदाहरण के लिए आयो के परास को यदि बोस भागों में बॉटा जाय तो 

प्रत्येक भाग पॉच सौ रुपयो का प्रतिनिधित्व करेगा । इनमे से केवल दो भाग १,००० 

से कम आय का प्रतिनिधित्व करेंगे । और अठारह भाग एक हजार से लेकर दस हजार 

रुपये तक की आय का । नगर की एक छाख से अधिक जनसख्या में शायद आठ दस 

भनृष्य ही ऐसे हाये जिनकी मासिक आय एक हजार रुपये से अधिक हो । यह स्पप्ट 

है कि आयो के ऊपर लिखित बरावर विभाजन द्वारा हम बहुत सा ज्ञान खो देंगे । इस 
प्रकार की स्थिति में पहिले छोटे और फिर क्रमझ वडे भागा में परास को विभाजित 
करना आवश्यक हो जाता है। 



र्० सा्यिकी के सिद्धांत +र उपयोग 

तीचे बारवारतान्सारणी और उसके केखाचित्रीय तिरूपण ( हम्झगैा० 
म्शृशट्बट्माश्राव०7 ) के कुछ उदाहरण दिये हुए है ॥ 

सारणी सरया 24 

उत्तर प्रदेश के पुएषो की उम्न-बारबारता-सारणी 

उम्र झा ्म्नर को 
ककया / तरल िकडो में) क्रम सख्या | अतराल िकडो मे) 

(वर्षों में) | (वर्षो में) 
7 | (०) (3) (%) (3) (०) 

हैः ०-७) 42 594 छ 40) 8 5:6 
2 5-7०) 47 965 0 45--5०0 75 934 
3 (०-35) ३767 १8॥ $0--55) 72967 
4 75--20) 33008. | 72 | [55--6०) 9 870 
5 20-25) | 29772 | 73 60-59) 6 876 

6 [25--30) | 26 296 | 34 65--7०) 4 349 
_ 940 [अं [7 इन  सित्ठक। | ०355) | 23 793 | 75 7० __ 6736 
8 35-4०) । शा 202 कुल 330 989 

0 5 १० १35 २७ 25 30 35 4०0 ५५ 50 53 69 68 १0 

जज 

वित्र ४--उत्तर प्रदेश के पुरुषों की आयु-आवृत्ति का आयत चित्र 
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श्र साध्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

िकाा 

३0 

स्त्री 

9547 &छ ड5ठ -35 45 55 65 75 

यु 

चित्र ५--उत्तर प्रदेश में प्रतिशत साक्षरता 

चित्र ६--उ० अ्र० में साक्षरता का आयत चित्र 

मोट--अतराछ [3, 7) से उन सब सल्याओ के समुदाय को सूचित किया जाता 

है जो 9 से छोटो और ०» के वरावर अथवा ४ से बड़ी हैं । इसी प्रकार (» ०] 
से उन सख्याओ के समुदाय को सूचित क्या जाता है जो & से बडी और 9 के बराबर 

अथवा 9 से छोटी है 



समृष्दि और उसका विवरण शव 

सारणी सख्या 26 

फरीदाबाद के एक हजार परिवारों का प्रतिमास-ब्यय वे अनुसार वितरण 

...8.80808......0...................न
ज लत न्घ  ठक्िडठ नी न++++++_++++_ 

क्रम | प्रतिमास व्यय (रुपयो में)।. परिवारों की सख्या 2 

(9) (०) (3) (4) 

ग [०-25 5) 34 34 

2 [25 5--5० 5) प22 56 

3 [5० $775 » 234 390 

4 [75 557०० $) 2०2 59% 

5 [700 5--725 5) 746 738 

6 [725 5-+75० $) 94 832 

प्र [750 5$--20० 5) 00 932 

8 [2०० 5 68 7,000 

0. #$# 5१5 कर 0 झड 7 27 न 

4 आत्तिक व्यय (रुपसे मे)+--+ 

जित्र ७---फरौदाबाद के परिवारो का सासिक व्यय के लनुसार वित्रण-भायत चित्र 



श्ड साहियको के सिद्धांत और उपयोग 

है. 

॥ 75० 

कु 7! 

हि 

०0 

9 रह: 39 75 260 25 50 #5 200. 95 

ऋतिक व्यय (हरे में) >> 

चित्र ८--फरीदाबाद के परिवारों का सासिक व्यय के 
अनुसार सचयो आवृत्ति चित्र 

सारणी सख्या 27 
अधिकृत जमीन के क्षेत्रफल के अनुसार भारतीय ग्राम परिवारों का प्रतिशतता वितरण 
5] क्षत्रफल [परिवारों की अधिकृत क्षेत्रफल | की (एकडो में) प्रतिश्तता (एकडो में) प्रतिशतता 
-- एछ | छा | रा 

[०--० ००») 22 00 [7 495--9 999) 94 77 [०००५--० ०4७) ०9 78 [9995--74 995) | ०5 72 ०045-70 ०95) ०2 74 (4 995--79 999) | ०७ 66 0095-०0 495) | 06 72 79 9957-24 995) | ० 43 [0 495--० 995) 0625 24 995--29 995) | ०7०7० (० 995--7 495) 05 29 [29 995--39 995) | ०7०7 है 495--2495) | ०६ 5६ (9995-49 995) | ००३० [2 495--4 993) 73 66 [49 9995-74 999) | ०० 55 (4 995--7 495) | ०08 46 (74 995-- ००३7 5... ऊपर के बारबारता चित्रा और आयत चित्रों को देखकर एक बात आपके हि घ्याद में आयी होगी। प्राय सभी आकडो में एक केंद्रीय प्रवृत्ति (थार ६८०वंथा०9) है। किसी विज्ञेप भाग मे बारबार्ता अधिकतम है और उसके दोनो ओर बारबारता क्रञझ कम होता चछी जाती है। बहुत छोटी अथवा बहुत 



समप्टि और उसका विदरण २५ 

बडी राशियों की वारवारताएँ कम हूँ । यदि इस बेन्द्रीय प्रवृत्ति का और इसके 

दोनों ओर को वारबारताओ के प्रसार (ताएुछक्मणा) वा भी हमें कोई माप 

उ0090 

पु ७ 

् [( 
सचगौ गति आउृक्ष 

30 

क्षेत्रफल (रुकड़ो मे) 

चित्र १--भारतीय प्राम परिथारो का अधिकृत क्षेत्रफल के अनुसार 

विंतरण--सचयी आवृत्ति चित्र का एक भाग 

(7745घ7८) मिल जाय तो मोटे रूप में हमें समष्ठि के स्वर्प का ज्ञान हो 

जाता है। नीचे केन्द्रीय प्रवृत्ति के कुछ मापो की व्याल्या दी हुई है । 

३२ ६ केन्द्रीय प्रवृत्ति के कुछ माप 
(क) समान्तर माध्य (०६४॥0४८७८ 77६20) था केवड साध्य (77०87) 

यदि सर्माष्ट को सब इकाइयो के चरो के मानो को जोडकर उसमें इकाइयोकी कुछ 
सेश्या का भाग छमाया जाय तो फल को रामानान्तर माध्य अथवा केवल माध्य 



श्द्द सास्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

कहते हैँ। यदि था 5४ शड 5» चंटा के मान हैं तो माध्य--जिसे साधा- 

रणतथा # से सूचित क्या जाता है--को निम्न लिखित सूत्र द्वारा प्राप्त किया 

जा सकता है। 

० अक आन व आयी _ पोती न) 
या 

माना के योग को सूत रुप में लिसने की एक और उत्तम विधि है। ४+ शत 4३. पैर 
कर ५ 

लिखने के स्थान में हम इस योग को सक्षिप्त रूप में ७, , लिख सकते हैं । 
््ग्य 

श्र 

उदाहरण के लिए ७ ४, का अथ है धान:2-+/9+%; | 
5१ कक 

यदि आँव्डे बारवारता सारणी के हुप में दे रखे हो तो माध्य प्राप्त करने के 
लिए निम्नलिखित सूत्र का श्रयोग किया जा भकता है 

& 

अल ++ - एगे 

जहाँ कुछ | अतराल्ा में परास की विभाजित किया गया हो और 3 वें अतराल का 
मध्य बिन्दु ४ तथा इस अतराल में वारवारता | हो। भद्यपि एक अतराढू 

में भी सब्र मान उसके सध्य बिंदु के बराबर नहीं होते फिर भी यदि अतराल बहुत 
बड़ा न हो तो इब सव मानो के साध्य को अतराल का मध्य बिंदु मान छेने से कोई 

विशेष हानि नही होती । 

आइए हम इस माप से परिचय प्राप्त करने के लिए पूर्व परिचित बारबारता 

स्राशंणियों की सहायता छे। 

(१) सारणी सख्या 2 2--आफिस में काम करने वाछे मनुष्यों वी भरत 

उम्रवया ? थदि इस औसत को £ से सूचित किया जाय तौ-- 



सम्ध्टि और उराका विवरण रछ 

_(23 *7) + (242९०) + (252८ 8) 3 (2622) + (272 4)+ (282 5) 4)+(28 2 5) वर्ष 

वर०+क 8-2 445 
__ 2340+:200-5$2+7038+ 740 वर्ष 

20 
बनने, बपं 

20 

ब्नन 26735 वर्ष 

यदि सारणी में अतराल वरावर हो, जैसा कि ऊपर के उदाहरण में है, तो माध्य 

का परिकलन बहुत सरल हो जाता है। इस अतराल को इकाई मानकर और कसी 

भी स्वेच्छ (आगिपथाए)। मूलबिंदु (०ाहुए) को लेकर अतरालो के मध्य 
बिंदुओ को नवीन सख्याओ के द्वारा निरूपित किया जा सकता है। इस प्रकार नीचे 

दी हुई सारणी प्राप्त होगी ) 
सारणी सस्या 2 2-2 

गांहिशो। सच गत नरक नल ब्अकान 
की इकाई में) | को इकाई मानकर मध्यविदु | का 

4 हर] का निरूपण (+3) न ॥ 

00 | (४७ || शिमाइकड €) किसान लि ५ की 
डर 23 शा] 4 

ऐल् 24 नाश ० 

3 25 0 8 
+ 26 ह 2 

5 श्7 | 2 4 
28 । . 

ऊपर दिये हुए विन्यास (2एभा8८॥7०॥४) से यह स्पष्ट है कि किसी भी 
अतराल के भध्यविर्दु का पूर्व-निरूपित माव 5४-525+-88 2८ वर्ष 

ड क्र्ज्ज 7 
कप 

ज हु 
2 
ख्न्रे 

उरी 25+ #ग हि 
क््ि-ल्--- वर्ष 

डर 
ड 
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6 

रह 
ह62577/--& बपे 

>> 
सच 

पे 

ब्2न+ कर 

जहाँ # मर्ध्यावदुआ के नवीन माना का माध्य हैं। 
0, (2० 2+0027(:4+8%9 

23 
बा अद वे ल्ढ वप 

न 2675 बड़ 

इस उदाहरण में चत्रीच और आरकिक मध्यविदुओ के! अतराल समान थे ! 

इसछिए अब हम एक दूसरा उदाहरण हूँगे जिसमें ये अतराछू बराबर न हों। 
सारणी संख्या 2 4 इसके लिए उपयुक्त होगी । यहा हम केवल प्रथम 44 अंवरालो 

पर विचार करेंगे । भाव छीजिए आरभ में जतराल 9 हो और मवीत सध्यविठुओ 

के लिए 5५ को मूलूविंदु माना गया हो तो-- 
औ करन &% नी (2-० ६ )8 

न & नी शक मी 

जखथत शा मि 
**आऋ चत् 

7 4 

सवा यी (23) 

सारणी सख्या 242 
क्रम | आरभिक। नवीन क्रम |आरभिका नवीन 
सहया | मध्यविद्धु | मध्यविंदु सच्तया | मध्यविदु | मध्यविदु 
लि मी] री. [| 7 लि] ही 

(9) | _ (2 (3) (4 09 | छोी | ५७ 
व 35 -+70 [42694 है 375 वर 2/202 
2 75 | 5 | 4 965 9 | 425 2. 78576 
३3 | 7०5 | +4 [37०77 70०0 | 475 3. | 75934 
45: "3 | 33 008 प्रा 5235 4... 42967 
5 .। 24 ;$ >_+2 | 29 772 3: कड़े 5 9,870 
6 | >»75 जय [26 £96 73 | 6»४५४ 6 6876 
7_| $2 5 0 _| 23 793 74 | 675 2 47349 
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उत्तर प्रदेश के पुरुषो की माध्य आयु 5-(32 5--# » 5) वर्ष 

कत्यी > (2,202- 26,2960--22 (78 576 - 297 प्ये 

न॑-3% (75,934- 3%००७)+-4 2 (72 967--37 677) 
न॑-5 2 (9,870 - 43,965)--6 ९ (6,876 - 426:94) 

५ 
गैर (८-7 

नए 2 4349] 337,989 
न्प 

33% छ [5 ०94+-2% 70 596--3 * 77,074 
ि 

-42 24 70०4--5 2 32 095--6 » 35,878 - 72 4,349] 

सू-- 22344 
. 337,999 

च्ाानय 57 
कम #% (32 50--7 57% 5) बष 

ज्(32 5$0--7 85) वप 

>+24 65 वर्ष 

(ख) केंद्रीय प्रवृत्ति का एक अन्य माप माध्यिका ( 77९09॥ ) है। जब 
सब प्रेक्षणों का उतके मानों के बढते हुए परिमाणों के अनुसार वियास किया जाता है 
तो मध्य के प्रेक्षण को माध्यिका कहते हैं ॥ यदि इस विन्यास के अनुसार प्रथम प्रेक्षण 
कासान #द्वितीय वा ४2, , अन्तिम का »७,,+7 हो तो माध्यिका ७,५३2 

है। भदि कुल प्रेक्षणो की सख्या विपम ( ०36 ) न होकर सम ( ९एथा )--थत 

ही तो साध्यिका सध्य के दो सानो &,, और <,,.3 का माध्य है (७,,+४,,,५) 
होती है । 

थदि ऑकडे बारबारता सारणी के रूप में दिये गये हो तो कुछ अधिक परिकलन 

की आवश्यकता पडती है। सचयी वारबारता के आधार पर हम यह आसानी से 

मालूम कर सकते हूँ कि गाब्यिका कौन से अतराल में स्थित है। इस अतराू 

को माध्यिका अन्तराल ( हाटवीवा मर्रधाश्यों ) कहते है। मान छीजिए कुल 

प्रेक्षणो की सख्या # है। सचयी बारवारताएँ क्रमश ऐप, हि 89: 5. 

हैँ जहाँ कुल अवरालो की सस्या $ है। यदि हे, << डर < &. 4 तो माध्यिका 

अतराल ([:--7) वा है। मान लीजिए अन्तरालो के सीमान्त विदु क्रश ४,5०७, 
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« ४ है। इस परिक्छन के लिए यदि यह सान लिया जाय कि अन्तराल में किसी 

भाग में बारवासस्ता उस मांग वी लवाई की समानुपाती ( |र०कुण्छठाओं ) 

है तो 

सजी 
माब्यिका--८ कक उप) 2 ( *) "० 24) 

$ ब्का ५) 
उदाहरण 

(१) सारणी सरया 23 में #-+2०0 तीसरे अतराल तक सचित आवृत्ति 

9, तथा चौथे तक 77 है ! इसलिए माब्यिका अतराल चौया है | इस अतराल वा 

प्रथम बिंदु 2६ $ वप है तथा अतिम विदु 26 5 वर्ष है। 

छः 7२25 5 वर्ष 

&,,77720 $ व 

+-+न्त70 
> 

%#;5-59 

आच्ताा 

* मसाध्यिकार" 25 5-7 3<3 वर्ष 

£+26 बदप 

(२) सारणी सख्या 26 में 
75 5० रुपये 

&#5500 50 रुपये 

सफलता 

7500 नकेल 

क७5३90 

सीक्बतत592 

*. माब्यिकाउ-प्र5 50425 36 रुपये 

>>75 50+-373 67 रुपये 

ज-89 उ7 रुपये 

(ग) वहुलक ( 9704८ ) केन्द्रीय प्रवृत्ति का तीसरा माप है। यह चर 
वा वह मान है जिसकी बारबारता सदसे अधिक होती है। यदि आँकडे वारवारता 
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सारणी के रूप में दिये हुए हो तो उस अतराल को जिसमें वारवारता सबसे अधिक होती 

है बहुलक-अतराल ( #्८टर्ट :४/ध४र्थ ) कहते हैँ । बहुछक के विज्येप मान के 

लिए उस अतराल का मध्य विंदु लिया जाता है जिसमें बारवारता सबसे अधिक हो । 

उदाहरण -- 
(१) सारणी सख्या 2 2 में सबसे अधिक वारबारता 8 उस अतराल में है 

जिसका मध्यविंदु 25 वर्ष है। इसलिए आफिस में आयु का वहुछक 25 वर्ष है। 

(२) सारणी सख्या 2.4 में सवसे जधिक वारवारता प्रथम अतराल में है जिसका 

मध्यविंदु 2.5 वर्ष है। इसलिए उत्तर प्रदेश के पुरपो की आायु का बहुलक 25 

बर्ष है। 

(३) सारणी सख्या 25 के दो भाग हूँ एक में पुरुषो के लिए और दूसरे में 

स्त्रियों के लिए साक्षरों कौ वारवारताएँ उम्र के अनुसार दी गयी हैं । इसमें बहुलक 
का परिकलन करने के लिए हमें दूसरी विधि अपनानी पड़ेगी क्योकि सव अतराल 

समान नही हैँ । यह स्पप्ट है कि यदि कसी अतराल को दूसरो की अपेक्षा बहुत बडा 

बना दिया जाय तो उसमें बारवारता अपेक्षाइ्ृत अधिक होगी । हम चाहेंगे कि हमारा 

माप जहाँ तक हो सके उस विधि से स्वतन्त्र हो जिसके अनुसार कुल परास को अतराला 
में विभाजित किया जाता है। इसके लिए युक्तिसयत यह है कि अतराल की प्रति 

इकाई के लिए बारवारता जिस अतराल में अधिक हो उसे बहुलक-अतराल समझा 
जाय और बहुलक को उसका मध्य विदु माना जाय । उदाहरण के लिए सारणी सख्या 

25 में साक्षर पुरुषो की प्रति इकाई वारवारता अतराल [70 - 5) में 99,254 २2 

8 रा 5 
3905०8 है जो अन्य अतराछो की प्रति इकाई बारवारता से अधिक है। 

अतराल (75 - 25) में यह प्रति-इकाई वारवारता केवल- “नी 74344 । 

है। इस प्रकार वास्तविक बहुहूक और सारणी से प्राप्त बहुलक में अतर कम हो 

जाता है। सारणी सख्या 2 5 में, इस दृष्टिकोण से, स्त्री व पुरुषो दोनों के लिए 

बहुक 72 $ वर्ष है। यानी साक्षर लोगो में सबसे अधिक सख्या 72 से 73 वर्ष तक 

के व्यक्तियों की है ।॥ 

$ २७ प्रसार के कुछ माप 
केन्द्रीय प्रवृत्ति के इन तीन मापो के आधार पर हमें सम॒प्टि का कुछ ज्ञान त्राप्त 

होता है। परतु यह यथेप्ट नही है । आपने यह कहावत सुन ही रखी होगी कि 
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“छेखा जोखा ज्यो वा त्यो, सादा दुनवा डूबा क््यर २” एव मनुष्य परिवार सहित 
किसी नदी को पार कर रहा था । जब उसे मालूम हुआ कि नदी में पानी को औसत 

गहराई केवल एक फुट है ती नाव चलना असमद समझकर और उसवा खरे बचाने 

के लिए उसने पैदल ही नदी पार करते का फैसला किया । परतु वीच में तदी की 
गहराई बीस फुट तक थी और सारा कुनदा पृदल नदी पार करने के प्रयत्न में डूब 
ग़या। यह स्पष्ट है कि इन केन्द्रीय प्रवृत्ति के मापो वे दोनों ओर बारबारताओ के 

प्रसार (09श5्व00) को समझने के लिए कुछ अन्य मापों की भी आवश्यकता 
है । इनमे से कुछ रुख्य माप नीचे दिये हुए हैं । 

(क) परास (7४॥९८) चर के महृत्तम और न्यूततम मानों के अतर को 

कहते हैं । उदाहरण के लिए सारणी ससख्या 22 में न्यूनतम आयु 225 वर्ष और 

महृत्तम 28 5 वर्य है। इसलिए आफिस में काम करने वालो की आयु का पयस 

6 वर्ष है । 

(ख) मानक विचलन ( ॥०/४/कार्व 6॥४८४०४ ) चर के किसी विशेष मात ६ 

का माध्य : से विचलव (4८ए४४००) (६ - रो है । कुल बिचलछतो का योग 
शून्य है। 

200 उ८ 5 श्म 
3७-३३) 5८ >४- #८ 
क्चु कच्चा 

ब्ः0 

क्योकि. प्र" -+- ५9० 
गज दि 

धि सन है 
परतु इन विचलनी का वर्ग मर्य -- ज्र (०-& 95 शून्य नहीं है 

श सल्त 

क्योकि इस योग में प्रत्येक पद घनात्मक हूँ । इस वर्ग माच्य का वर्गमूल (9097० 
700०६ ) प्रसार का एक अन्य उपयुवत्र साप है। इसको विचकन-वर्ग माध्य-्मूल 
(72० झत्यध उद्रुपदा८ दशक ) या साघारणत मानक विचलन कहते है 
लघुत्प मे हम इसको मा० वि० से सूचित करेंगे । 

४. (सा० वि०)१ ल्< तर रे कम 99») 
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यदि औँकडे बारवबारता सारणी के छूप में दिये हुए हो तो-- 

ऊ 4 ( ख-ऊ )* 
(मार वि०)* 55 क्व्म- हँ 

>$ 
कच्चा 

-- (2.6) 

जहाँ सारणी में कुल |: अतराल हैं और 3 वें अतरार में वारवारता 4 है। 

यह वो हमें सून (2.2) द्वारा पता ही है कि-- 

रत 
पक -9?- ? पे 

५ 
क्यू 

सख्यात्मक्ष अभिगणना ( थयर्प्राल्ाप्ग ८०्राएप्राक्ाणा5 ) के लिए सूत्र 

( 2.5 ) और सूत्र (2.6 ) में वर्ग-्योग को अधिक सुविधाजनक रूप में रखा 
जा सकता है। 

$ (%-%)१ + 5 ( ६१-2७ « + #% ) 
ब्लड क्च 

ह ड कर 
कत 2 ०25 > खा ने ह ४ 

ब्् गज 

च्न्जे खॉनक कं ४. # जुअयों 
कच्चा 

॥3 हल भू कक 

डर (&- ») ज्ू 32| (२ - य्थ रह) 
कट ॥ 

स्थ 

ड् क्र 

वन आह ख्यी + 2४ 3 % नम 25 >> स्म्ड बने 

नल 5 (४0२ ... +« 8) रे पु 
ँ 
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रु जिष्द 
- (सा० वि) --- २ ---- 77 >+ »« (26) 

थ्ट 

् 
ह्ध 

उदाहरण-- 

(१) सारणी सख्या (22) «८26 5 वर्ष 

(मॉ० वि० )र्न्न् 2७: 2 ग-+(25) 2 9--(20*२ 2 | (2720 0) 
20 

न (28) » 5) - (26.79) (वर्ष)? 
>> 3,707 (26.75) ] (बर्ष)१ 

_+[585 8500 + 683.8225] (बर्ष)% 

20275 (दर्ष)१ 

ऊपर हमें 23 से लेकर 28 तक के, अको के वर्गों का परिककन करना पड़ा । 
भदि मान और बडे बडे होते तो यह परिकलन काफी कठिन हो जाता । हम देख चुके 
हैँ कि साच्य का परिकलत स्वेच्छ मूछ विदु को छेने से बहुत सरछत हो जाता है । भातक 
विचलन का वर्म भी तो एक भाध्य है । इसलिए इसके परिक्लन को भी स्वेच्छ मूल 

विंदु छेकर सरल वनायर जा सकता है| 

यदि मान ४ को स्वेच्छ मूल विदु माना जाये और 
& चर 4 + ४] 

त्तौ हज ०+ऋ 

डे जि ह' 8. 
जहाँ #%+--- 3 & 

पी लक 

और आज -- 5८ 
गे क््च्च 

“लीन लिन के कलआो-लसग* 



समष्टि ओर उसका विवरण इ्प् 

वन ऊँ (5-४ )१ 
कच्चे 

न जे खाना (29) 
मय 

यदि आऑकड़े ऐसी बारबारता सारणी के रूप में दिये हुए हो जिसमें अत्तरालल बरावर 

हो, तो सख्यात्मक परिकलन को निम्नलिखित विधि से सरल बनाया जा सकता है । 

& न्त # मी (7-7) # 

५» कत नी ## £ 

जहाँ ; वें अतराल के मध्य विंदु 29 को स्वेच्छ मूछ-विंदु मात लिया गया हो और अत- 
राल का मान 9 हो । 

है खानओं रत (आ-॥8 ) 7 

जे की 
जहाँ क्च्यो 

जहाँ | न्+-८-->-++ 
का 5५ है।। 

क्च््व 

] हि 
.. छु॥ (सन)! नह डक (कक) 

रु 

ज| # (9/) » (# का मा० वि०)१ 
बच्चो 

ऋ >> ४ (70) 

आइए, हम ऊपर के उदाहरण में सा० वि० का परिकलन इस सुगम रीति से 

करें। पहिले की भांति 25 वर्ष को स्वेच्छ मूल-विदु मान लीजिए अर्थात् 7753 
त्तथा ॥>-7 है। अंत 5६--०5+(४--3) । 

2०>< (मा० बि०)* 55 (--०»7-+-(73% >)-+-(2४२८4) +- (४२ ») 
>-००%(६४.5)] (दर्ष)? 

सत[67--20 45] (वर्ष )१ 
४ ०४8. __40-55] (बर्ष)३ *- (माण्वि०) [ः क्र है| (पं) 

सत 2०2४5. [वर्ष 
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मानक विचलन कै परिकरन के पूर्व उसके वर्ग का परिकलन करना पडता है! 

इस दर्ग को प्रसरण (५८7८८) कहते है। 

(ग) माध्य-बिघलन (#८४8 ८&04॥08)--प्रसार के माप के लिए भित 
भिन्न विचलनो (:६--४) के योग से काम नहीं चछ सकता क्योकि इसका माने 

प्रत्येक समष्ट्रि के लिए शून्य होता है। परतु यदि विचछनों के निरपेक्ष मानों 
(25०४८ एथए९५) अर्थात धन अथवा ऋण चिह्न विद्वीन सख्यात्मक भावों 

के माध्य का परिकरत किया जाय तो हमें एक ऐसी राश्ि प्राप्त होती है मिंसकाो 
प्रयोग प्रसार के माप के छिए किया जा सकता है। इस माप को माध्य विचलन 
(#ध्थाह अध्शव०४)) कहते है । 

् 

माध्य विचलत -- डे ि-<»| «. [277) 
6 

गहाँ | ४-४ | के अय है (४--%) और (२-७) 
में से वह राशि जिसका सान घनात्मक (90४४४०) हो । 
अथवा यदि बारबारता सारणी से परिकलन करता हो ती-- 

।] 
पा 

च्च 

माध्य विचछल*त+ (“7 "775 (272) 

ञ्ग 
ख्पि 

उदाहरण 
सारणी सख्या 22 में ४-०6 5 वर्ष होने के कारण माध्य विचछत 

प्र 
तल कि 75» )+-(7 75% 8)--(० 75 22) 

नी (० 8524)+0 65% 5)] वष 
थ् पु 

न दुदुवि 7न-9 2040 3०--3 40--9 25] वर्षे 
माध्य विचरून>८४ 265 वर्ष 

(घ) जब खब प्रेक्षणो का उनके परिझाणो के अनुसार विन्यास किमा जाता है 
तो मध्य के प्रेक्षण को माध्यिका कहते है । इसी प्रकार वह प्रेक्षण जिससे 25 प्रतिशत 

प्रेक्षण छोटे और 73 प्रतिशत प्रेक्षण वड़े होते है--प्रयम-चतुर्घक (लि दृहशर्टा ०) 
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कहलाता है । जिस प्रेक्षण से 75 प्रतिशत अवलोकन छोटे और 25 प्रतिशत 

च्रेक्षण बड़े होते है वह तृतीय चतुर्थक कहलाता है | द्वितीय चतुर्थेक स्वय माध्यिका 

होता है। 

तृतीय चतुर्थक और प्रथम चतुर्थक के अतर को अंतह्चतुर्थक-परास (77ध- 
4ृधदार2 7202८) कहते है । यह भी प्रसार का एक माप है। 

प्रिमाणो के अनुसार विन्यास में जैसे 2५-25 प्रतिशत प्रेक्षणों के अतर पर 

चतुर्थक होते हैं उसी प्रकार दस दस प्रतिशत के अतर पर देझमक (4६7) तथा 

एक एक प्रतिशत के अतर पर शततमक ($श८शह४०) होते है । दशमको तथा 
शत्ततमको द्वारा प्राय सपूर्ण वितरण का भास हो जाता है। परतु जब तक 

बवारबारता चित्र न बनाया जाय तव तक इन सौ मापों से तत्त्व को पामा इतना ही 

कठिन हो जाता है जितना कि कुल प्रेक्षणो से । इसलिए केंद्रीय प्रवृत्ति तथा प्रभार 

के मापों के अतिरिवत दो और माप ककुदता (2(४/7०४5) और वैपम्य होते है 
जिनसे हमें वितरण को समसते में सहायता मिलती है। 

$ २'८ घूर्ण (॥४८७४४४5) 

इसके पूर्व कि हम इन दो मापों का वर्णन करें, आइए आपको एक समुदाय से 

परिचित कराया जाय जिसके दो सदस्यो से आप पहिले ही परिचय प्राप्त कर चुके है । 

इस समुदाय के सदस्यों को घूर्ण (/#०/४८४) कहते हैँ ॥ यदि हम किसी वितरण 

के समस्त घूर्ण को जाम लें तो उसके विषय में और अधिक जानने योग्य बहुत कम रह 

जाता है) वितरण के # वे घूर्ण को ७, से सूचित करते है और इसकी परिभाषा 
निम्नलिखित सूत्र द्वारा होती है। 

55-७5 (फल «०७०० व) 
का कच्च 

जहाँ कुल ग्रेक्षयो की सख्या # है, :८ वां प्रेक्षण है और & प्रेक्षणों का माध्य 

है। इस प्रकार के घूर्ण को जो माध्य के अन्तरो से सबधित है माध्यातरिक घूर्ण 
(आकार 2097 /:2 #८46) कहते हूँ । इसी प्रकार किसी और मान & के 

अतरो से सवधित घूर्ण को ६-आतरिक घूर्णे कहते है और 8 से सूचित करते हैं। + 

2.74) 
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भाध्यातरिक घूर्णों को ३-आतरिय घूर्णों वे रूप में रखा दा सकता है 

रे बडे 
कफ न्ते 9, ( आिौगए% ) 

प्च्ज् 

न हे [ ऋ-8 )-( स्-० )| 

ट. ( 9-० ) (.) ( >-« ) डक! 

के () हज हु (मेक +गेनछण 

अथवा ७४ "८६ “0 ) (&-१ ६ ह हे () (६-० 20
 कै 

+(जपऐ (>-०)१ (5४) 

यह आप समझ ही पथ होगे कि शुन्यान्तरिक प्रथम धूर्ण 

गे पु रे 
३ इक “5८ कऊ न 

7 ]4५ 

तबा ४३ का |» (४-ओ१ 
शा ब्स्च 

दस साध्यान्तरित द्वितीय घूण को भ्सरण (६४०४४८८) कहते है । 

आप इन दो घूर्णो से पहिले से ही परिचित है । 

8 २९ वेपम्य और ककुदता 

दो मुख्य छक्षण जो वितरण के रूप की व्याख्या करते है (१) वैषम्य 
(06४४०४७) या जसममिति (]कर्ववी)) दया (२) ककुदेता ([#//०80) 
या जिखरता [(व्टॉप्ट4॥८७) है । इन दो लक्षणों के माप क्रमश जि और थि 
हैँ । इनकी परिभाषा निम्नलिखित सूत्रों से होती है. ! 

# फुटमोट --?,), (7५) इत्यादि की परिभाषा के लिए देखिए समीकरण (3 55) 
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ह,व८ दि ः « (276) 

अत 5 40३ २ ४5 77) 
्ड 

उदाहरण --सारणी सर्या 222 

(पटि- हा (६-2०) + (३१०2+ (०)4+ 75) 6) 

हा कट, 5 नर पु) न्त्द्रा 8+2+32+735 | (बर्ष) 

6 (वर्ष) 3 

न्त्द्ठ 

जन 8 05 (वर्ष)३ 

४४४१७ ट.ु- [(-47+/0<ओ+ (2'२०१+ ("75 (व 
५ 5 

च्द्ध [ 76+2_-64+-405 (बंप) 

467 (बर्च)५ ५96 (र्ष) 

उ+ 24 35 (वर्ष) 
यह हम पहिले ही कान कर चुके है कि 

॥४०-3 35 (वर्ष) 

और 95 वर्षजना 5 वर्ष 

7... 0४ कस [शि-725)* 

चर 35-07 75) (बर्ष)१ 
>>2 ०275 (वर्ष)? 

88 सत[४४-73४५४-०७9)+ 4७--०७)] (व )* 
न[(8 ०3-६३ 23 3527 5) + (22 (7 75)9] वर्ष )* 
च|[8 050000--77 557500--2 84773०] (वर्ष )* 

जच-++0 66577० (बर्ष)३ 

 उ५--4ाइओि9)+%/ शुर--297-3 (७-०9 (वर्ष) 
ज्[(24 35)--(42 8 0527 75) +६69८3 352 [7 75)2 
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“32 (7 75)9] (वर्ष)* 
_[24 35-37 ०3+ 26 58225--4 90798425] (वर्ष )५ 

ज+9 00026575 (वर्ष )६ 

_ 9 _ (0 66577) 
४ हे लआ ता उत्ययी 

न 0 0537827 

8५ च्ूड_- 9 ?००26575 
प्् (2 ०275)? 

#5 289442 

यह आसानी से देखा जा सकता है कि यदि वितरण सममित ((5)#वधधाधथी 
हो यानी कसी भी परिमाण & के छिए प्रेक्षणों के मान (४--«)तथा (०-») 

ग्रहण करने की वारबारता बराबर हो--्तो सभी विषम घूर्णो (046 ऋण 
का मान शून्य होगा । इस कारण असममिति को भापने के लिए ४७ उपयुक्त प्रतीत 

होता है । परतु इसको माप के मात्रक ( एा/१६ ) से स्वतन्त करने के लिए हम इसके 
वर्ग को ६४% से विभाजित कर देते हैं । इस प्रकार असममित्ति का माप 9, एक स्या 

है जिसका कोई मात्रके नही है। जितना अधिक 9 का मान होगा वितरण उतना 
ही अधिक असममिति होगा। यह असममिति किस प्रकार की है यह जानने के लिए 
बजाए 8, के इसके वर्य मूछ को लेना अधिक उत्तम है जिसका चिह्न (१३ का चिह्न 
लिया जाय ! इस वर्ग मूल को », से सूचित किया जाता है । 

#चत एफ 

री] बज 
पड 

2659 

चित्र १०---असमधित तथा सममित वितरण 
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ऊपर के उदाहरण में आपने यह देखा ही होगा कि 5५ का मान उन प्रेक्षणो 

पर अधिक निर्भर करता है जो माध्य से अधिक अतर पर हो । यदि इस प्रकार 

के प्रेक्षणो में माघ्य से बडे प्रेक्षणो की वारबारता अधिक हो तो वितरण का रूप उस 

प्रकार का होगा जैसा चित सख्या १० (2 8 7) में दिखाया गया है और इस दक्षा में 
४७ का और इसी कारण », का मान घनात्मक होता है। इसके विपरीत यदि माध्य 

से अधिक अतर के प्रे क्षणो में माध्य से छोटे प्रेक्षणों का बाहुलल्य हो तो वितरण का रूप 
चित्र १० (28 3) में दिये हुए बारवारता चित्र की तरह होगा। इस दशा में १४ 

का मात ऋणात्मक होगा । इस प्रकार », वे! मान से बाराबारता चिन्न के रूप पर 

काफी प्रकाश पडता है । 

२ 5 ककुदता का माप 32 ह> कप 

पु. ७ + डरे छओ 
व 

बे ० 
से ट, ॥ ((४--%*--४४) + (७ ) 

स्स्ल 200 मि-स्थत अण्र, (६--२)*-+#शे + शा] 

च| ४ ५+। >(«७-पो-७)३ 
| बच््छ 

0 2(क-श-शशोचत० 

०“. $ कने यक >) -/]| 
क क्या 

च्त्य्क्ण कम । 

जहाँ ए हिल से हमारा तात्पये तथ्य के प्रसरण (एथःआा८०) से है 
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और ८-४० । यह प्रसरण जितना कमर या अधिक होगा उतना ही कम या 

अधिक 3५ का मान होगा । यह देखा गया है कि जिन वटनो के लिए 8५ अधिक 

होता है उनमें वारवारता चित्र माध्य वे पास अधिक चपटा सा होता है और जिनमें 

इसका मान कम होता है उसमें यह माध्य के प्रास शिखर का सा रूप छिए होता 
है। प्रतामाग्य बदन (अगक़वाों. ध007/8#0#) में--जिसका वर्णन आगे के 
अष्यासा में किया जायगा--इसका मान ३ होता है। इसके बारबारता चित्र से 

तुलना करके यह अदाजा लगाया जा सकता है कि एक विशिष्ट ककुदता वाले बटन 

का रूप माध्य के पाक्त वया होगा $ 8; को इस प्रकार की व्याख्या वास्तव में युवित- 

पूर्ण नही है, फिर भी सास्यिकी के साहित्य में इसका एक विद्िप्ट स्थान है । 



बिक ८ 2 

अध्याय ३ 5 ०7८4 (६५ 
>> 

प्रायिकता 

$ ३१ बे स्थितियाँ जिनमें प्रायिकता का प्रयोग किया जाता हैं 

पहिले अध्याय में कुछ ऐसी स्थितियों का वर्णन किया गया था जिनमें निश्चय 
पूर्वक किसी घटना की भविष्यवाणी वरना सभव नही है । यह बहा गया था कि ऐसी 

स्थितियों में साहियकीय नियमो का उपयोग किया जाता है। ये जधिकतर प्राथिकता 

के रूप में होते हैं । इस अध्याय में हम प्रायिकता से परिचय प्राप्त करेंगे । 

उन सब स्थितियो में जहाँ प्रायिकता का प्रयोग किया जात्ता है एक विशेषता 
पायी जाती है | आवश्यक है कि हम इस विद्येपता को ध्यान मे रखें, उदाहरणार्थ जुए 
के खेड़ो में, इश्योरेंस की समस्याओ में तथा पानी के बरसने में। हम देखते है विः 

ये सब घटनाएँ बार-बार घटने वाली है । पाँसे का फेंकना एक ऐसी घटना है जो कम 

से कम कल्पना में तो अनगिनत बार दृहरायी जा सकती है, यदि हम इस समय इस 
सभावन्ना की उपेक्षा करें कि पाँया घिस अथवा दूठ जायगा । यदि हम इश्योरेंस की 

किसी एक छारक्षाणक समस्या को सुलझाने में लगे हैं तो हम कल्पना कर सकते है कि 

लाखो मनुष्य एक ही प्रकार का इश्पोरेंस करवायेगे और इम मनुप्या से सबधित 

समान घटनाओं को इश्योरेंस कम्पनी के रजिस्टरो मे नोट कर लिया जायगा | पाती 

बरसे के सबंध में हम अनग्रिनत दिनो की कल्पना कर सकते है जो गुजर चुके हैं. अथवा 

भविष्य में आनेवाऊे हू । किन्तु हर एक दिन कसी विशेष स्थाम पर क्तिनी वर्षा 
हुई होगी, यही वह घटना है जिसमें हमे रुचि है । सामूहिक धटनाओ क्ा--जो 
भायिकता के प्रयोग के लिए उपयुक्त है--एक अच्छा उदाहरण है कुछ गुणों की 

पशानुक्रमिता । किसी विश्ेप जाति के पौधो को ही लीजिए जो प्रारभ में एक ही बीज 
से उत्नन्न हुए हो और उनके फूलो का रण निरीक्षण करिए । यहाँ हम आसानी से 
समझे सकते है कि बारबार घटित होने वाछी घटनाएँ क्या है । विशेष रूप से एक पौधे 
“ग झगाना और उसके फूलछो के रगो का निरीक्षण करना केवल यही एक घद्ना है । 



डंडे सारिष्कों के घ्िद्धान्त और उपयोग 

इसके पदचात् हम इस प्रत्रार को हजारा घटनाआ वा कवर फूल के रग के दृष्टिकोण 

से विश्लेषण करते है 

पाँसे फेंकने में प्रारम्भिक घटना पाँसे को एक वार फेकना और जितने विदु ऊपर 
के पाइब पर आयें उन्हें नोट कर लेना है। हेड और टल के खेल में रुपये की प्रत्येक 
टॉस या उछाकू एक घटना है जौर जो मुख ऊपर की ओर आये वही इस घटना का 

गुण ( ८४४४४ ) हैं। जीवन के बीमे में किमी एक व्यक्ति का जीवन एक 

घटना है और जिस गुग़ का निरीक्षण किया जाता है वह है उस व्यक्ति को मृत्यु के 

समय की उम्र अयवा वह उम्र जिस पर वीमा कपनी को उस मनुष्य अयवा उसके घर 

बाल को रुपया देता पडता है । जब हम एक मतृप्य की एक विशेष समय-जतराल 
के अदर मरने को प्रायिक्ता के बारे में वात करते हैँ तो इसका एक विद्येंप अथ हाता 

है । हमें किसी व्यवित विशेष मही वरन् व्यक्तिया के एंक पूरे समुदाय के बारे में विचार 
करना होता है। उदाहरण के लिए यह समुदाय उन सब ब्यक्तिया का हो सकता है 
जिनकी उम्र पचास दप वी हो और जिव्हाने जीदन का वीमा करा रखा हो ॥ प्रायि- 

कता की जो परिभाषा हम देंगे वह एक समूह में एक गुण के पाये जाने की वारवारता 
से ही सवधित है। थदि आप भह् कहते है कि वरक्तउत्लाह के एक वर्ष वे अन्दर ही 

उड-बस्वे-की प्राथिकता पचास प्रतिशत है तो इसडा अर्थ केवल यह है कि अत: 
“हडाह एक ऐसे समुदाय का सदस्य है जिम से पात्र प्रदियक्ष-व्यत्षित् एक वर्ष के ऐसे समुदाय का वर्ष के 
दिए डी मर्ज द्दी ॥ यह छ्यान में रखने की बात है कि यह वक्तव्य वरकतउत्राह 

से कम और उस समुदाय से अधिक सवधित है जिसका बरक्तउल्लाह एक सदस्य है । 

$ ३२ आपेक्षिक वारबारता का सीमान्त मान 

मान लीजिए, एक सिपाही दन्दूक से निशाना लगाने का अभ्यास फर रहा है। 

उसने दो सी गज़ के अतर पर एवं तख्ता रूगा रखा है जिसके वीच में एक ऊर्ष्द 
( शथ्प०८४ ) रेखा खिंी हुई है। वह उस रेखा पर निशाना बाँधकर गोली 
चलाता है। कुछ गालियाँ इस रेखा के वायी और पड़ती हैं भौर कुछ दाहिंनी ओर | 

इस कमर में कोई नियम नही है। यह नही है कि वारी-वाटी से ग्रोल्याँ दाहिनी और 

बायी और पड़े या हर एक गो ठी के बाद जो वायें भाग पर पडती है दो गोलियाँ दाहिनी 

ओर पडेंगा। वास्तव में इसमें किसी प्रकार का नियम दृष्टियोचर नही होता। इस 
अम्यात् में प्रयम पन्द्रह ब्रोल्याँ किस क्सि जयह पड़ी, यह चिन ११ में दिखाया 
गया है। क्या इस ज्ञान से हमें यह भविष्यवाणी करने में कुछ भी सहायता मिलती है 



भ्रोषिकता है 

कि अगली गोली दाहिने भाग में पडेंगी अयवा बायें भाग में ? प्रत्यक्ष है कि इस प्रवार 

की कोई भविष्य बाणी करना समव नही है। इस अनियमितता के होते हुए भी इस 

प्रयोग के फछो में कुछ नियम है। यदि सिपाही अच्छा निशानेबाज हो तो हम देखेंगे 

कि हजारो गोलियाँ चलाने के वाद करीब आधे निशान वायी ओर और आधे निशान 

दाहिंदी ओर होगे। यदि वह अच्छा निशानेबाज न भी हो और यदि हम हर गोली के 

पहने के बाद दाहिती ओर पडनेवालो योलियो की वारबारता फो और कुछ गोडियो 

की सख्या का अनुपात निकाजे तो हम देखेंगे कि जैसे 2४५ पर बढ़ती जाती है बुसे 

वैसे यह आपेक्षिक वारंबारती (42266 407 एक विशेष करदी की और 
अग्रसर होती जाती है। इस प्रकार विशेष सख्या की ओर अग्रसर होने के क्या अर्थ 

हैं, यह भली भाँति समझना आवश्यक है। 

चित्र (११--ऊ्े रेखा पर निज्ञान। बाँवक्र चलायी हुईं गोलियों का वितरण 

मान लोजिए कि आप इस आपेक्षिक वारबारता का परिकछत एक विशेष दशमलूव 
सयात तक करते है। यदि यह परिकलन पहिले दशमलव स्थान तक करना हो तो 

उदाहरण के लिए तीस गें से दरा गोलियां दाहिंनी ओर पडने पर यह आपेक्षिक बार- 



षद् सात्यिकों के सिद्धान्त और उपयोग 

0 देखेंगे चलानेके 
बारता हर #50.3 होगी। आप देखेंगे कि लयभग्र 500 गोलियाँ चलानेके बाद इस 

पहिले दशमलव स्थान तक परिकलित आपेक्षिक बारबारता का मान स्थिर हो जाता है 

और फिर चाहे क्तिनी ही अधिक गोलियाँ क्यों न चछायी जायें यह मान 05 ही 

बना रहता है। यदि आप दो दशमलव स्थानो तक इस आपेक्षिक वारबारता का परिं- 

कलने करें तो कदाचित् दस हजार निश्मानों के बाद यह ० 50 पर स्थिर हो जायगी । 

यदि तीन दह्यममरूव स्थानी तक यह परिकलन किया जाय तो कई लाख प्रयोगों के 

पदचात् यह स्थिर हो जायगी। किसी भी दशमछव स्थान तक परिकुछून किया जाय 

प्रयत्नों की एक विशेष सलया के पश्चात् यह स्थिरता जा ही जाती है। इन निरीक्षणो 

से हम इस निष्कर्प पर पहुँचते है कि आपेक्षिक बारबारता एक विज्येप सख्या की ओर 
प्रवृत्त होती है और जंसे जैसे प्रयत्तों की सख्या बडती जाती है आपेक्षिक वास्बारता 

इस विशेष सख्या के अधिकाधिक पास आती जाती है। 

हम लोग प्रायिकता के सिद्धान्तो में केवल उन बार-बार धटनेवाली घटवाओ के 
समुदायों का अध्ययन करेंगे जिनमें घह विद्वास करने के काफी कारण हो कि आपे- 
क्षिक बारवारता एक विशेष सख्या की ओर प्रवृत्त होती है। इस सख्या को आपेक्षिक 

बारबारता की सीमा ( ]770: ) कहते है। यह सीमा ही समुदाय में उस गुण के पाये 
जाने की आयिकता ( 9700००एए ) कहलाती है जिसकी आपेक्षिक बारबारता का 
परिकलन हम कर रहे थे । 

६ ३३ एक अन्य परिभाषा 
इस प्रायिकता शब्द की एक और परिभाषा है जो नीचे लिखे उदाहरणों हारा 

स्पष्ट हो जायेगी । 

(१) डिब्बाऔर गोलियाँ--एक डिब्दे में # गोलियाँ है जितमें #, सफेद है और 
बाकी अन्य दूसरे रगो की । हम एक गोली को विना देखे ही डिब्बे में से निकालते है, 

उसके रग को भौट करते है और फिर उसे डिब्बे में वापस रख देते है ॥ यह प्रयोग हम 
बार-बार करते है और अनगिनत बार कर सकते है । इन प्रयोग! में सफेद गोलियो की 
आपैक्षिक वारवारता जिस सीमा की ओर श्रवृत्त हो रही है उसे (ऊपर दी हुई परि- 

भाप! के अनुसार) हम सफ़ेद ग्रोली के चुने जाते की प्राणिकता कहेंगे | परतु यदि रए 

के अछावा गोलियाँ दनावद और वजन में समान हो और गोछियो को हर प्रयोग के 

बाद भली भाँति मिला दिया जावे दो यह स्वाभाविक जान पडेगा कि किसी भी योली 

के चुने जाने की प्रायिकता उतनी ही हैं जितनी किसो अन्य गोली को । क्योकि कुल # 



ब्राधिकता ४७ 

॥| 
गोलियां है जितमें से ॥, गोलियाँ सप्देद हैं, इसलिए सफेद गोली के चुने जाने की प्रामि- 

कता <£ है । अत प्रायिसता की परिभाषा यह भी मानी जा सकती है कि 
जल १८3 

ता _- विभित एकन्सी पटनाओ की संख्या (37) 
समस्त विभिनर घटनाओं को सरया 

यहाँ पर, ऐसी घटनाआ पर विचार क्या जा रहा है जिनकी प्रायिफताएँ सहज 

ज्ञान द्वारा (गरप्णधरे) ) समाव माती जा सकती हैँ। यह आपने देखा होगा कि 

इस परिभाषा पें प्रायिकता का कुछ ज्ञान पहिले से निहित है। इस कारण परिभाषा 

के हप में यह उचित प्रतीत नही होती । वास्तव में यवि समस्त प्राधभिक घटनाओं 

( ंशात्ादा३ ८०८४४ ). की प्रापिकता वरावर हो तो यह सूज क्वेबल किसी 

सयुकत पटना की प्रायिकता का कलन करने का एक नियम बताता है। ऊपर के प्रयोग 

में किश्ली एक गोली का निकालना एवं प्राथमिक घढना है और सव प्राथमिक घटनाओं 

की प्रापिकवाओं का बरावर मान लेना विचार-सगत माछूम होता है। किन्तु सफेद 

गोली का चुनाव एक समृकत घटना ( /०॥४ ८/८॥४ ) है जो उन प्रोथमिक घटनाओ के 

सयोग प्ले बनी है जिनमें विभिन्न सफेद गोलियों का चुनाव होता है। 

पह भी स्पष्ट ही है कि प्रेक्षण द्वारा श्रापिवता का पता गाना असभव है, क्योकि 

इसके लिए ससख्य प्रयोग करने पडेंगे । अगछे अध्याय में हम देखेंगे कि श्रायिकता किस 

पिद्वान्त के आधार पर निश्चित की जाती है। प्रेक्षण द्वारा हमें यह माछूम हो सकता है 

कि यह निश्चित प्रायिकता सभव है या तही। ऐसी परिस्थितियों में जहाँ प्राथमिक 
घटनाओं की प्रायिकता बराबर जान पड़ती है हजारो प्रयोग करना अतावश्यक 

प्रतीत होता है। 

(२) बर्षा--मान छोजिए, आप एक छोटे-से आँगन में खडे है । उसमें एक चौकी 

पी है। थोड़ी देर में हूलकी हलकी फुद्ारे पड़ने छगती हैं। इतनी हलकी कि आप हर 

बूंद को--जो मँगन में गिरती है--गित राक्ते है और यह भी देख सकते है कि वह 

चौकी पर गिरी या तही । खाख्ा बूंदो के गिरने के वाद आप उस प्रायिकता का किसी हद 

तक अनुशान छगा सकेंगे जो कि किसी बूँद के चौकी पर गिरने की है। सह अनुमान 

भाप चौकी पर गिरी हुई वूँचे की आपेक्षिक बारबारता के आधार पर छगायेंगे। यदि 

वर्षा जोरो से पड रही है तो बूँदो का गिनना असभव है) 
यदि आप जग को उसकी भुजाओं से समानातर रेखाओ दारा छोदे छोटे 

किसतु बरावर क्षेत्रफलवाले वर्गों ($4५४:०४) में विभाजित कर दें तो ऊपर के उदा- 
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(**) आऑगन 

चित्र १२---चौकी पर वर्षा-बिब्दुओं की प्रायिकता 

हरण कौ भाँति यहाँ भी यह् विचार सगत भाछूम होता है कि प्रत्येक वर्य में यूंद के पडने 
की प्रायिकता बरावर है। 

««बूँद के चौकी पर पडनें की प्रायिक्ता 

उन वर्गों की सख्या जो चौकी में है 
कुछ वर्गों की सल्या जो पूरे आंगन में है. 

परतु कुछ वर्ग ऐसे भी हैं जो अद्वत चौकी पर और अशत उसके बाहर हैँ । यदि 

इन वर्गों की सख्या उन वर्गों की अपेक्षा वहुत कम है जो चौकी में है तो प्रायिक्ता के कलन 
में ऊपर के सूत्र के प्रयोग से कोई विगेप अतर वही पडेया। मान लीजिए पूरे आँगन में 

पांच करोड वर्ग हैं जिनमें से एक करोड चौछी पर पूर्णदया और एक सह अशवा 

पडते हैं। इस दक्चा में हर कह सबते हैं कि यदि वूंद के चौकी पर पडने की प्रायिक्ता 

वास्तव में # है तो 
#< 3१0,000,000+% 2,000 __ 

$50,000,000 

30,000,000 

कर चर क्र 50,000,000 ्् द् 

(क>+'सख' के बय॑ होते है कि 'ख' से 'क' बडा है। इसी प्रकार 'क<<'स के 

अर्थ होते हैं कि ख' से 'क' छोटा है।) 

इस प्रकार हमने बूँदो के चौकी पर पडने की प्राथिकता की दो सीमाएँ निश्चित 

कर छी और हम यह कह सकते है कि प्रायिकता इन दोनों सीमाओ के बीच की कोई 

है. पे 
नी ह पी उठजणणठ 
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सख्या है। यदि हम अधिवाधिक छोटे वर्ग लेते चछे जायें तो ये सीमाएँ भी पाये 

आती जापेंगी। सोमान्त में दोनो बरावर हो जायेंगी। सौमान्त में चौकी पर स्थित 

वर्गो कौ सख्या का कुछ वर्गों की सल्या से अनुपात चौवी और आँगन के क्षेत्रफल के 

अनुपात के बराबर होता है । इस प्रकार-- 

चौकी का क्षेत्रफल 
बूँद के चौकी पर गिरने वी प्रायिक्ता ८ >> 

आंगन वा क्षेत्रफल 

किसी भी मौसम विज्ञान विभाग (7८८० ०े०ह्टाव्यों 5६४४०॥) में वर्षा को 
नापदे के लिए जो वृष्टि-मापक (720-820£८) लगाया जाता है उसमें इस ऊपर 

रखे सिद्धान्त का प्रयोग किया जाता है। उस वुष्टि मापक में जितना पावी पड़ता है 

उसे शहर में पडे हुए पानी का प्रतिनिधि भानने में यही तर्व है। 

$ ३४ प्रतिवधी प्रायिकता 

किसी घटना अथवा गुण की प्रायिकता के लिए यह भी आवश्यक है कि हम यह 

जानें कि वह किस प्रयोग से सवधित है। उदाहरणार्थ, ऊपर हम चौकी पर बूँद गिरने 

की प्रायिकता का परिकलन वर रहे थे। इसमें प्रयोग था उन बूँदो का निरीक्षण जो 
आंगन में गिर रही है । यदि आँगन ने' बीच में एक रेखा खीची हुई हो और हम केवल 

उन बूँदी का निरीक्षण करें जो रेखा के उस ओर वाछे भाग में गिर रही है जिसमें चौकी 
है तो बूद के चौकी पर गिरने की प्रायिकता बदल जायेंगी। वास्तव में हमें यह बहता 
चाहिए कि उन वूदो के छिए जो पूरे आँगन में गिर रही हूँ चौकी पर गिरने की प्रायिकता 
भोकी और आँगन के छ्ेत्रफछो के अनुपात के बरावर है। 

इसी प्रकार थदि हम रुपया उछालते है और देखते है कि वह् चित गिरता है या पठ 
तो एक अच्छे सिक्के के लिए चित गिरने की प्रायिकता ॥ है। इस प्रयोग में समस्त 

उत्क्षेषणो (६0865 ) के परिणामों का निरीक्षण क्या जाता है। प्रयोग को बदल 

कर यह प्रतिवध लग्राया जा सकता है कि हम वेवल उन उत्क्षेपणों पर विचार करेंगे 
जिनके पूर्वगामी उत्ल्लेपण का परिणाम पट हो। मान लीजिए कि प्रथम सोलह उत्ले- 

पणो के परिणास निम्नलिखित है--- 

अंक क- ३34 

चिचिपचि 
तिल पस ० ॥ चच जी ० 
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9 ॥0 73 3 3३$ 74 ॥5 76 

पचि प परर्ि प॑चिय 

इसमें हम केवल चौयें, छठे, सातवें, आठवें, दसवें, बारहदें, तेरहवें, तथा पद्रहवें 

उत्ल्ेपणों पर आपेक्षिक बारबारता के परिक््लछन के लिए विचार करेंगे, क्योकि 

ये ही उत्क्षेपण पट पडने के पश्चात् के है । इस प्रकार को आपेक्षिक्त वारवारवा को प्रति- 

बंधो आपेक्षिक बरंवारता (८०हहगैगर्ग डर्ध॑व/ए८ ी८4४०४८)) कहते हैं। इस 
विशेष उदाहरण में हम यह कहेंगे कि यह दिये हुए होने पर कि पिछले उत्क्षेपण का 

परिणाम पट था चित पडने की प्रतिववी आपेक्षिक बारबारता है है । 

इस प्रकार की प्रतिबधी अपेक्षिक वारवारता की सीमा को प्रतिबधी प्रायिकता 

कहते है । 

६ ३५ स्वतंत्र घटनाएँ 

भान छीजिए कि / और + दो घटनाए है। यदि / की प्रायिकता बिता किसी 
अतिवघ के उतनी ही हो जितनी इस प्रतिवध के साथ कि 9 उससे पहिछे घटित हो चुकी 

है, तो हम कहते है कि घटना 8 घटना ४ से स्वतत्र है। 
आगे से हम क्सी घटना ै की प्रधिववहीन प्रायिकृता को ? (/&) हारा सूचित 

करेंगे। इसी प्रकार /६ की प्रतिबबी प्रायिकता को--यह दिया होने पर कि .& घटित 
होचुकी है -?(8/8) द्वारा सूचित किया जायया और इसे प्रायिकता 6 दत्त की 

पढ़ा जाता है। 

इस सकेत (220:४०००) के अनुसार घटना 5 से स्वत॒त्र कहंलायेगी यदि 

7(७/8)-४०(४) 

8 ३*६ घटनाओं का संगम और प्रतिच्छेद (7(८४८८०००) 

किसी एक ही प्रणेग के परिणाम स्वरूप कई सिन-मिन्न घटनाएं हो सकती है 

हम प्राथमिक घटनाएँ (श८०्रट्याधप्र ८एथ्य5) कह सकते हैँ। कुछ और 

घटनाएँ ऐमी होती है जो इनमें से कुछ विशेष प्राथमिक घटताओ का कुलब' (5८८) 

होती हूँ । उदाहरण के लिए एक पाँसे की फेंकने से 7, 2, 3, 4 5 अथवा 6 विद्ठ ऊपर 

था सकते है। इस प्रकार यह छ दो प्राथमिक्त घटनाएँ है। किन्तु केवल ॥, 3 या 5 

में से किसी सौ: एक सल्या का ऊपर आना इस अरकार की घटनाओ का एक कुलक है। 
प्रायिकता की भाषा में इस प्रकार की घटनाओ को आथमिक घटनाओ का संगम 
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(णां०ा) कहते हैं । यदि 8 और ह दो घटनाएं हो तो हम इनके सयम का साकेतिक' 

निरूपण [9 के द्वारा करते है और इसे '8 सगम ' पढते है । इसका झाब्दिक 

अथ है 8 या 8 में से कम से कम एक घटना का घटित होना । 

एक और प्रकार की घटना / और 8 से सवधित हो सकती है। यह है 0और ऊे 

दोनो का एक साथ घटित होता.। मान लीजिए वि! एक रुपये को दो बार उछाछा 

जाती है। घटना # पहिले उत्क्षेपण में छपये का चित पडना है और घटना 9 है दूसरे 

उत्क्षेपण में चित पडना | यदि दोनो उत्क्षेपणों में झपया चित आये तो # भी घटित 
होगी और 8 भी । इस प्रकार दो घटनाओं .& और +_ के एक साथ घटित होने को 

हम & और 3 का प्रतिच्छेद कहते.हूँ । इसको ै () ऐ द्वारा सूचित करते है, और इसे 

*# प्रत्तिच्छेद छे' पढते है । 

$ ३७ परस्पर अपवर्जी घटनाएँ (]/परधभीए एडटफ्च्रर6 एर्ला७) 

कुछ घटनाएँ ऐसी होती हैँ जो साथ-साथ हो ही नही सकती । जँसे पाँसा फेंकने 

पर १ और २दोनो साथ साथ ऊपर नही आ सकते । इस प्रकार की घटनाओं को परस्पर 

अपवर्जी घटनाएँ कहते हूँ । यदि 8 और 7 दो परस्पर अपवर्जी घटनाएँ है तो 8 (१ 8 

एक ऐसी घटना है जो हो ही नही सकती । ऐसी असभव घटनाओ को हम (द्वारा 

सूचित कर सकते हूँ। 
इस प्रकार यदि हम लिखें कि--- 

8 0 8-5० 

तो इसका अर्थ यह होगा कि ४ और ए परस्पर अपवर्जी घटनाएँ है । 

& ३"८ घटनाओ का वियोग 

सान लीजिए ग्योग पासे को फेकने का है और / तथा क# निम्नलिखित 
घटनाएँ है । 

मै 7, 2 या 3 बिंदुओ में से किसी एक का ऊपर आना 

8: 2, 4 या 6 विंदुओ में से किसी एक का ऊपर आना 

इस दज्चा मे 8& और छ का समम निम्नलिखित है। 

2 एफछ: 2, 2, $ 4 या 6 बिंदुओं का ऊपर आना। इसी प्रकार 2 

और छ का गृणनफल तिस्नलिखित है 

54:5: 2 बिन्दुओ का ऊपर आना। 
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यदि 3 अयदा 3 विदु ऊपर आयें तो & घटित होगी परतु 8 नहीं। इस प्रकार 

की घटना को हम /-7 से सूचित करते है और इसे “/ वियोग 9 ” पढते है,। इसी 

प्रफार यदि /3 घटित हो और / नही तो इसको 8-# से यूचित करते है। ऊपर 
की घटनाओं के लिए 

्ज्फेः 7 अयवा ३ बिदुओ का ऊपर आना 

98-&- 4 अयवा 6 बिंदुओ का ऊपर आना 

8 ३"९ घटनाओ का गर्भित होना 

मान लीजिए ऊपर के प्रयोग में एक घटना (2 है। 
णटः 2 अथवा 3 बिदुमों में हे किसी एक का ऊपर आता । 

यह स्पष्ट है कि यदि (४ घटित होगी तो #& मी घटित होगी। इसको हम सकेत 
द्वारा निम्नलिखित तरीके से सूचित करते हैँ 

टट& 

शब्दों द्वारा हम यह कह सकते हे कि 'घटना (2 घठना / में गर्भित है!। 

आप यह् आसानी से देख सकते हैँ कि--- 
(509) ८& 

(5078) ८8 न्>न््न्न्भ्थे 

(5-फ) ८७ 

(9-5) ८5 
यदि कोई घटना (2 धटना ै में गर्भित नही हो तो इस गुण को सक्रेत द्वारा हम निम्त- 

'लिखित रीति से सुचित कर सकते है : 
०0434 

$ ३ १० आपेक्षिक बारंबारता के कुछ गुण 
शक वात शायद आपके ध्यान में आयी होगी । वह यह कि जहाँ भी हम घटवाओ 

के अनत अनुकम (वप्त८४ 5्युपशा८८) अयवा बारवारता के सीमान्त मावो का 

वर्णन करते हूँ वहाँ हम केवक्त विचारो की दुनिया में विचरण कर रहे हैं । वास्तव में 
किसी भी मनुष्य को घटनाओो के अवत अनुक्रम का निरीक्षण नही करना होता और 
बारवारताओं के सीमात भानो का कोई भौतिक अस्तित्व नही है। आप कदाचित् 

सोचते होगे कि इस प्रकार की धारणा का व्यावहारिक जीवन में क्या उपयोग हो सकता 
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है। परत प्रयोजित गणित (99768 775#६7090:5) इस प्रकार की घारणाओं 
से भरा हुआ है। उदाहरण के लिए गति-विज्ञान (त9>॥97025) में किसी एक बिद्भ 
पर वेग (एथ००४9) अयवा कसी एक विदु पर त्वरण (4८८९|छाप्रप००) इस 

प्रकार की धारणाएँ है जिनका भौतिक अस्तित्व नही है और न उनका प्रेक्षण किया जा 

सकता है। वास्तव में ये किसी अल्प समय-अत्तराल में वर्तमान वेग अथवा त्वरण के 

सौमान्त मान हो हूँ । परतु हम जानते है कि इन्ही घारणाओ को आधार स्वल्प लेकर 

जो गतिविज्ञान निमित हुआ है उसका उपयोग इजीनियर छोग करते है। यद्यपि इनका 
अपना अस्तित्व नही है, परतु ये कुछ ऐसे गुणा का आदर्शीकरण (706259007) 
है जो वास्तविक है। इसी प्रकार यद्यपि प्रायिकता भी एक सीमान्त भान है परतु वह 

उस आपेक्षिक वारबारता से सबधित है जिसके भौतिक अस्तित्व को हम पहिचानते है । 

आइए, अब हम आपेक्षिक बार॒थारताओ के कुछ गुणो से परिचय प्राप्त करे, बयोकि 

जिस प्रायिकता का हमें अध्ययन करना है उसमें भी ये गुण अवश्य ही विद्यमान रहेगे । 

(१) यदि # प्रयोगों में किसी घटना की वारबारता # हो तो न घटना 

के आपेक्षिक वारबारता हुई। यह स्पष्ठ है कि » न तो शून्य से कम कोई कऋऋणात्मक 

संख्या हो सबती है और न यह # से अधिक ही हो सकता है। इस कारण आपेक्षिक 

बारबारता न तो ऋणात्मक' सख्या हो सकती है और न १ से अधिक कोई धनात्मक 
पल्य। आपेक्षिक बारवारताओ के इस गुण को सूत्र में हम लिख सकते है 

० < कर ० + है ये « (9) 

(२) यदि कोई घटना असभव हो तो वारबारता » शून्य होगी। इस कारण 
अपभव घटलाओ की आपेक्षिव' बारबारता भी शून्य होगी। 

(३) यदि किसी घटना का प्रयोग के साथ होना अनिवार्य हो तो #-८# होगा 
तथा इस दशा में घटना की आपेक्षिक बारबारता १ होगी। 

आगे से हम किसी विज्येप घटना 8 की वारवारता को » (/) द्वारा मूचित करेंगे । 

(४) यदि #और परस्पर अपवर्जी घटनाएँ हो जिनकी आपेक्षिक बारबार- 
वाएँ ऊमश » (3) और » (8) हो तो इन दोनों घटनाओं के सगम ४077 की 
आपेक्षिक बारबारता # (8)+9 (8) होगी। इस गुण को हम निम्नलिखित सूत्र 

दादा सूचित कर सकते है 

यदि 870 79--० हो तो, 
#(47770)--7(5)-+#(8) -. + (३4) 
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(५) यदि » (#|8) ह8 के घट चुकने पर 2 की प्रतिवधी-आपेक्षिक 
बारबारता को सूचित करता है तो 

2(6[8, 
शक 85-79) १ (35) 

क्योनि' मान छीजिए कि 8 को वारबारता ४४, /753 की बारबारता », और 

कुछ बारवारता # है। 

त्तो /8]---- 2 त्ं #(8) पर 

७(8॥9)--- - 
का 

का 

$ ३१३ प्रायिकता के गुण 

क्योंकि प्रायिकता आपेक्षिक बारबारता का सीमान्त मान है, इसलिए उसके 
गणो ओर आपेक्षिक बारबारता के ऊपर लिखे गुणों में समातता होनी आवश्यक है। 

यही नही प्रायिकता की एक परिभाषा जो आजकलर सबसे अधिक मान्य है निम्न- 

लिखित हैं 
प्रायिकता यादृच्छिक प्रयोगो (7204057 6कुथाणाथ८्व७) के परिणामा से 

सबधित एक भाष है जिसके निम्नलिखित गुण है--- 

(| यदि 8 एक असभव घटना है तो. ?(8)-5० 

(2) यदि # एक अनिवार्य घटना है तो 0(8)--7 

(7, ») 9 एक माप है जिसका निम्नतम मान झूल्य और महत्तम माव 7 

है अथवा 
०&€7(8]<& । (36) 

(3) यदि & और ऊदो परस्पर अपवर्जी चदनाएँ हो तो 
ए(8ए98)--४७(७)+ ९(8) (7) 
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(3) इसी प्रवार यदि 8५, /« 25 48, बुल ! परस्पर अपवर्जी 

घरनाएँ हो तो 

ए (ए00०ए(१वए१५०#७० ए8,) 55०९१ ) (85) 
[उन] कच्चा 

(३) यदि &,, 84 इत्यादि अनगिनत अपवर्जी घटनाएँ हा तो इनके 

00 

संगम को [78/ से सूचित क्या जा सकता है और 
कण 

ए (0५) मम 3200) (9 

(4) यदि ?(8) चूय नहो तो 8 के दिय होने पर ह की प्रतिबषी प्रायि 

कता का नीचे लिखे सूत्र द्वारा परिवछन क्या जा सकता है 

?(878) ५७७७) + हक (67%) 
(4 ) गृणन का नियस यदि ५ :ए.. ७ ऊल 

# घटनाएं हा तो 

९ (8.08,08॥ 8,)-7(8/|0:0890. 0#) 7(8श0५ [29) 
९६७ त89॥. 8)5-०(8७|8५03,0.. 08)2(8०08,0. ॥/») 

ए8३08,0 ॥8,)-2(0५|&५04छ  #) ९ (ह॥१५0. ॥») 

ए(७, , 8,)5-2(8, +|8»)7(8,) 

ए(8.08५0 78,)5-7(8,)?(४, 7[6,02(0% ४2% शी 

ए(0[2०॥४8,॥. 02%) (3 77) 

(5) यदि / और 73 दो स्वतव घटनाएँ हो तो परिमापा के अवुत्तार 

9(७/8)--९(5) 
परवु चौथे गुण के अनुसार 

ए(७&/॥8) 
9 (8) 

इसलिए ए(808) -5९(8)९(8) | 
ए(७|8)-- 
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(5') इसी प्रकार यदि 8५, 2, « -.. 2 परस्पर स्वतत्र घटनाएँ हो तो 

7(8.॥44॥...-:- ॥8,)5-7(8,)72(5.)-.. ९(5,) «| 53) 

आइए, अव हम ऊपर दी हुई घारणाओं से अधिक परिचित होने के लिए प्रायिकता 
की कुछ प्रहेलिकाओ को हल करें। 

अहेलिकाएँ 

(१) घुडदौड़ में दाव ऊूगाते की आम प्रथा है। एक प्रकार की घुडदीट में सात 

घोड़े दौड़ते है और यदि आप उनके क्रम की ठीक-ठीक भविष्यवाणी कर दें तो आपको 

एक सहस्न रुपये का छाभ होता है+ यदि आप घोडो के बारे में कुछ तही जानते और 

केवल अनुमान के आधार पर भविष्यवाणी करते है तो क्या प्रायिकृता है कि आपको 

यह सहस्न रुपयी की प्राप्ति हो जायेगी ? 

यदि हम सात भिन्न भिन्न वस्तुओ के कुछ क्रमाचयो ((#06॥22/0/)) की 

सख्याको 7! से सूचित करें तो प्रायिकता का कलन निम्नलिखित विधि से हो सकता है 

(37) के अनुसार 
विभिन अनुकूछ घटनाओ की सख्या 

प्राथिकक्षात सन्त वमिन्न पर्टनाओं की संस्था 
__. उन ऋमचयों की सख्या जिनके चुनाद पर आपको छाभ होगा 

कुछ क्रमचयो की सरया 
है च्त्म्र 

यदि 0, 8, (: और 7 चार विभिन्न वस्तुएँ हैं तो उनको निम्नलिखित ऋमो में 

सजाया जा सकता है। 

(0) 2507 (7) 8800. (3) ९8892 (9 70580 

(2) #ऊा2 (8) छ#879 ९ (04 ०8058 (2० 70408 

() 4287 (9) 5टा28 69 ०८880 (2) 7760 

(4) #ए008 (7० 80470 (6) एडछ298 (22 780% 

(8) 5770 (प्)| 8252८ (7) ९०88 (23) 77८88 

(6) 3008 (6>) ऊ008 (+8) ८०88 (24) 0085 

जिम प्रकार ऊपर के उदाहरण में साद वस्तुओं कै कुल क्रमचयों की सख्या को 7 से 

सूचित किया था, उसी प्रकार हम चार वस्तुओं के कुल क्रमचयो की सख्या को 4 

से सूचित करते हूँ । यहाँ हम देख ही चुके है कि 
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4 नत्24 
स|ः+ 32227 

इसी प्रकार यदि # विभिन्न वस्तुओं के क्रचयों की सख्या को # ' से सूचित 

किया जाय तो यह सिद्ध किया जा भकता है कि 
हा 55४०६ (४-7) » (४-2) »< ४८९४ ४८३६ (374) 

इस प्रकार ऊपर के उदाहरण में 

आ्रायिकदान- ---. अमल अल 
72८6/८$2८42>८3 2९2>॥ 

3 

+ हण्ब० 
इसके अये यह हुए कि यदि इस प्रकार की घुडदौडो में आप वारबार क्रम के 

सबंध में भविष्यवाणी करे तो औसतन 5 ०५० भविष्यवाणियों में से एक ठीक होगी । 

यह बात आपने नोट की होगी कि इरा भविष्यवाणी के प्रयोग में प्रत्येक क्रमचय एक सभव 

प्राथमिदर घटना है। ये सब प्राथमिक घटनाएँ परस्पर अपवर्जी हैं और हमने यह् 

भान लिया है फिइ्न सब कमचयो की चुने जाने वी प्रायिवरता समान है। यह कल्पना 

इस स्थान पर उचित ही प्रतीत होती है। 

(२) एक कारखाने में विजली के बल्ब बनते है जिनमें औसतन सौ में से पाँच 

खराब निकल जाते है। यदि दिन भर के उत्पादन में जो छाखो बत्व है उनमें से हम 

यादृच्छिक विधि से 4 बल्व चुन लेते हैं तो इन चुने हुए बल्वा में से 3 के खराब होने की 

क्या प्रायिकता है ? 

हम किसी ऐसे ऋमचय के चुनने की प्रायिकता का विचार करें जिसमें 3 बल्ब 
खराब हो । यदि हम अच्छे वल्बों को ४ से और बुरे बल्वो को 9 से सूचित करें तो 

एक क्रमचय निम्नलिखित हो सकता है। 

ऐसे ऋमचय को चुनने को प्रायिकता 
858598358 

++« ? [ पहिले बल्ब का वुरा होना (] दूसरे बल्व का बुरा होना [) तीसरे बल्ब का 
बुरा होता [) चौथे वल्व का अच्छा होना ] 

5 (पहिले बल्ब के बुरे होने की प्रायिकता ) २८ 
(दूसरे बल्व के बुरे होने की प्रायिकता) 2< 

(तीसरे बल्व के बुरे होने की प्रायिकता ) २८ 
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(चौथे बल्ब के अच्छे होने की प्रायिक्ता ) 

ड़ ह] हर 

१00 वठ0 व ४६ नल 

79 

7460,000 

यह परिकलन इस कल्पना के आधार पर किया गया है कि यह समुक्त घटना 

जिन चार घटनाओं का गूणनफल हैं वे स्वतत्र है। यहाँ समीकरण (373) का 
उपयोग किया गया है। 

इस प्रकार हम देखेंगे कि तीन वुरे और एक अच्छे बल्ब के जितने भी क्रमचय 

है। ऐसे कुछ ऋमचय चार हैं । हूँ उनकी प्रायिकता-_._2 
360 000 

(7) ऊझछ&. (2) 5888. 03) छझ6फऋ्र (३ #555 
यह चारो पररुपर अपवर्जी घटनाएँ है। इसछिए इसकी प्रायरिक्ता कि इनमें 

से कोई भी एक घटित हो जाय समीकरण (3 8) के अनुसार 
9 [[8782) (88398) 0(88898)0(88898) ] 

स्त([8588)+-72(88595)--2(88598)--2(88795) 

डक... 79 39 79 

360 व्व्वा 260 र्ण्व्जा 760 ०००७१ 60 000 

|. 76 ____79 
760 600... 40 600 

यदि कुछ ]थ वस्तुएँ हो जिनमें से ;एक प्रकार की और (]-:) दूसरे प्रद्यार की 
ध 

हो तो समस्त क्रमचयों की सख्या को--जो एक दूसरे से भिन्न हौ--- (.) से सूचित 

किया जाता है। इस सकेत का प्रयोग हम पिछले अध्याय में कर चुके हैं। ऊपर क्के 

उदाहरण में [प5"-4 और सत्ता 
ह 

«« कुछ विभिन्न क्मचयो की सरया ( 2 ) 

च्त्ब 
यह सिद्ध किया जा सकता है कि 

(3 75) ६) “जहक्ता 
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उदाहरण के लिए यदि चार वल्वो में से दो बुरे और दो अच्छे हो तो कुल त्रमचयों 
की सत्य 

है ु 

( रे ) क्त्जाह 
__4»%3%2%] 
7 उद्राऋबऋय 
ब्ल6 

ये गिन कर भी देखे जा सकते है 
(0). 8558 (4) 8888 
() 8888 6) 58858 
8) #858& (७) 5885 

ऐसे क्रमचयो को जिनमें एक ही प्रयार की विभिन्न वस्तुओं में भेद नही किया 
जाता, सचय ((0॥9#4/०४) कहते हूँ । 8 

(३) ऊपर के ही उदाहरण में इस घटना की वया प्रायिकता है कि चुने हुए 
चार वल्वों में से कम से ब॒म एक यल्ब अच्छा हो ? 

यहाँ दो परस्पर अपवर्जी घटनाएँ है 
(क) कम से कम एक बल्ब अच्छा हो । 
(ख) चारो बल्व खराब हों। 

इसके अतिरिवत और कोई घटता समय नही है। 

अर्थात् इन दोनो में से एक घटना का होना निश्चित है। 
प्रायिकता के दूसरे गुण के कारण हि 

“ ९[ (कमसे कग एक बल्ब अच्छा हो) ए (चारोवत्व खराब हो) | 

च्च्च 

परतु इस समीकरण में दायी ओर का भाग 

“50 [कम से कम एक बल्ब अच्छा हो] 

“2 [चारो वल्व खराब हो) 
“९ [कमसे कम एक बलव जच्छा हो] 

जन्यू--? [चारो बल्ब खराब हो] 

परतु ॥? [चारो बल्व खराब हो] 5? (8 8 छ छ) 

5 डः ्ः रे बा->_ औ-+ >> अजते 
व00  700 700 700 
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24078 

360,000 

४? [कम से कम एक बल्ब अच्छा हो] ८ +नक< 
/0,00: 

(४) ताशन बे पत्ता में से दो पत्ते (', और 0, सीचे गये ) हम ५ से इस घटना 
को सूचित करेंगे कि (), पान का पत्ता है और छ से इस घटना को कि (:५पान का पत्ता है। 

स्पष्टठया समीकरय (37) के अनुसार 0(8)-- जे 

यदि हमें पता हो कि /६ घटित हो चुकी हैं तो (0, दाकी के 57 पत्तों में से यादृच्छिक 
विधि द्वारा ख़ीचा गया एक पत्ता है। इन पतो में केवल ४2 पत्ते पान के हैं । इसलिए 

समीकरण (३ 7) के अनुत्तार श्धकेन्य् 

इस बात की प्रायिकता कि दोनों पत्ते पान के हू प्रायिक्ता के मुणन के मियम 

समीकरण (3 77) के अनुसार ९(5/0 8) --?(8)?९(8/४) 

बन. ८22 
52 5 

उन 
य्प् 

& ३ १२ बेज का प्रमेय (83फ८४ 'एपरल्णटाय) 

भ्ुणन नियम के क्षतुसार 

ए(&08) --? (8)7(8/83) 
नत (97(0/98) 

५ ? (0९(8.5) >-?(8/8) 5 -+>/न्च 3 76) (8/9) - “8 ( 
मात ठीजिए कि 8५, 0५७, 23. ,ै., कुछ # परस्पर अपवर्जी घटनाएँ 

है जिनका 8 के साथ हो सकना सभव है। 

3 --[297080ए ए(&,09)ए0/(5,॥४8) 

>-ए(8)--० [0.श०) ] 



प्रायिकता दर 

>> ए(8,67) 
श्च्जॉ 

यदि 2(8,)--८ तथा ?(8|8,)5-९ 
३३403 मे हि] 

त्तो 
2(३,/98)-(8/28/80) 

[०७५०७ | 
_.2(8,)(8/0,) __ 0(७))९(४/४७) 

ष् च् 

खि(#9. 32(802(0/8) 
_ 29 
हु अदा: 

यह सूत्र बज का प्रमेय कहछाता है) 

इस प्रमेप का प्रयोग बहुधा निम्तलिखित अब॒स्था में होता है। कसी 

एक यादृच्छिक प्रयोग में हम घटना 3 के होने अथवा न होने का निरीक्षण करते है । 
हमें यह पता है कि 09,289 - 3४, कुछ # परल्पर अपवर्जी कारण है जिनके फलस्वरूप 

घदना छ हो सकती हैं। मानछीजिए कि प्रयोग के पहिले ही हमें यह मालूम हो जाता है 
कि कारण /&, के प्रभावकारी होने की प्रायिकता क्या है। इसको 2, की पूर्वत गृह्दीत 

प्रायिकता (३-७ए०ए छाए) कहते हैँ। माच लीजिए कि यह पूर्वत्त गृहीत 

प्रायिकता ? ( 0, )--7& है। परतु 8, के प्रभावकारी होने पर भी यह आवश्यक 
नहीं है कि घटना फ घढे ही । मान छीजिए कि 9 की प्रतिवधी प्रायिकला ? (8/8,) 

जन, है, जब प्रतिवध यह हो कि 8५ काय कर रहा है। 
बेज के प्रमेय के आधार पर हम /, की प्रायिकता ?(8,/98) का परिकलन कर 

सकते है । यानी 8 के प्रेक्षण के पश्चात् हम ७ के प्रभावकारी होने की प्राग्रिकता 

मालूम कर सकते हैं। इसे 8, की परत रलब्ध प्रायिक्रता (३-9०४क7०० [70- 
७200) कहते है। 

सास्यिकी में इस श्रसेय के उपयोग में सबसे बडी बाधा यह है कि अधिकतर पूर्वत 

यृहीत प्रायिकता बच्चात होती है। नीचे हम एक छोटा सा उद्यहरण देते है जहाँ इस 

प्रमेय का युकितियुक््त प्रयोग हो सकता है। 

(377) 



दर साह्यिकी के सिद्धान््त और उपयोग 

उदाहरण--पाँच बर्तन हूँ जिनमें से हर एक में चार-चार गोलियाँ है । इन बतंतो 
को पृथक् पृथक् पहिंचानने के छिए हम इनका नामकरण सस्कार करके इन्हें 8५, 2» 
2५, औ५ तथा 8६ कहेंगे। इनमें दो रग की गोलियाँ है--नीली और लाल ! किस 

बतंन में कितनी गोलियाँ छाल और कितनी नीली है यह नीचे दिया हुआ है । 

और आारो नीली गोलियाँ 

हक तीन गोलियाँ नीछी और एक छाल! 

है दो ग्रोलियाँ नीली और दो छाछू । 

सै एक गोली नीली और तीन लाल । 

मदन चारो लाल गोलियों ॥ 

प्रयोग के पहिले भाग में एक बर्तन घादुच्छिक दिधि से चुना जाता है। फ़िर चुने 

हुए बर्तन में से दो गोलियाँ यादृच्छिक विधि से चुती जाती है। हर एक गोली को चुनने 
के बाद उसको वापस बर्तन में रख दिया जाता है। यदि दोनो चुनी हुई गोलियाँ लाछ हो 
तो तीसरे चुनाव में भी पाँचो बतंनो में गे छाल गोली के घुने जाने की क्या प्रायिकता 

होगी ? ह; 
यदि हम दोनो गोलियो के छाल होते की घटना को 73 से सूचित करें तो 

< (27070 "5४% 
30 

362८ 5 

। 
8 

8(]0 द्वारा हम उस घटता को सूचित करते है जिसमें तीनो चुनी हुई गोलियों 

2? (8) 

का रग छाल हो 
४ हट 

अं 
डे 

नि 5 80 20602 2220 7 
__ _70०0 

5 

.. 64%5 

>> 
76 



आधिकता श्३े 

एछ0) - 

(8) 

56 
3/8 

<5|6 

ऊपर के उदाहरण में यदि कुल #+-7 बर्तन हो जिनमें से प्रत्येक में गोलियो की सख्या 

# और लाल गोलियो की सख्या क्रमश 0,7, 9 ७ ' /# हो और यदि प्रथम # चुनावों 

में लाल गोलियाँ चुनी गयी हो तो (#+-7 ) वें चुनाव पर भी छाल गोदी के चुनें जाने 

की प्रायिकता 

“. 7(०(७)-- 

प् ?_ अं (क)"/ 
स्न्ा 2 हि 

> (+-)" ० हे ् 
नल ४5 ता (४० 

व #+> कि * (78) 

जहाँ 5८ के सकेत के अर्थ हैं लगभग बराबर होना । 

इस सूत्र के प्रयोग के समय हमें यह बात ध्यान में रखनी ज्ञाहिए कि हमें यह ज्ञात 

है कि हर एक बर्तन के चुने जाने की प्रायिकता बराबर है। कुछ लोग इस सूत्र का प्रयोग 

उस अवस्था में भी करते हूँ जब उन्हें इस प्रायिफताओ के बारे में कोई ज्ञान नही होता | 

ऐसी अज्ञान की अवस्था में वे विभिन्न सचयो की प्रायिकता को समान मान छेते है। 

परतु यह उपयोग उचित नही है। 

लाप्लास ने इसका प्रयोग सूर्य के उदय होने की प्रायिकता के परिकलन के लिए 

किया था ) यदि शाचीन रिकार्डो के आधार पर हम यह जानते है कि सूर्य पिछले पांच 
सहत्न वर्षो में रोज उदय होता रहा है तो 

क#मतत्ा,826,273 दिन 

«. सूर्य के कल उदय होने की प्रायिकता -5 2,826.274 
व,826,27 5 



द्द्ड सांटिपको के घिद्धाग्त और उपयोग 

अब यह तय करना आप हो के ऊपर छोडा जाता है कि इस प्रकार प्रासिववा वा 

परिकद्न विम ह॒द तक उचित है सूत्र (3 78) को जित नमिवारणाजों के बायार 

पर निकाल्य गया था क्या वे इस उदाहरण के लिए रत्य है ? वुछ 7, 826, 24 दिनों 

में से जित दिनो में सूपॉदय हुला हो उनकी संख्या के लिए मान ०, 7, 2, 7, 826, 
274 घारण करने की क्या कोई पूर्वत गृहौत प्रायिकताएँ हैं ? यदि नहीं तो इच्छा 

तुमार इन प्रगमिक्ताओों को समान समझ लेना कहाँ तक ठीक है ? 



अच्याय ४ 

भ्रायिकता वंदन और यादृच्छिक चर 

(?:07गत्रएए 045) प]रणा गाते एथ्ञातंणा ए०प४००) 

६ ४ १ यादृच्छिक चर 

यादुच्छिक प्रयोग क्या होते है, यह् आप जानते ही हैं। अधिकतर इन प्रयोगों के 

फलों को सस्या के रुप में रखा जा सकता है। जहाँ भी प्रयोग किसी चर के गिनने 

अयवा नापने से सबधित हूँ यह फल स्पप्टतया सख्या के रूप में रखे जा सकते हैं। कई 

और अवस्थाओ में भी हम सख्याओ से फलो को सूचित कर सकते हूँ । उदाहरण के लिए 

एक नवजात शिक्षु के लिए हम एक सकेत बना सकते है जिसमें छडके को 7 और 

लडकी को ० से सूचित किया जाता हो । इसी प्रकार के नियम और अधिक जटिल परि- 

स्थितियों में भी अपनायें जा सकते हैँ । 

इस अध्याय में और उसके पश्चात् भी हम अधिकतर उन्हीं प्रयोगो के सबंध में 

चर्चा करेंगे जिनमें फल को सख्या का रूप दिया जा सकता हो | वह चर जो प्रयोग के 

फल को सूचित करता है यादृच्छिक चर (एशातेणा। एथां»०) कहलाता है। 
यदि इस चरको # द्वारा सूचित किया जाय तो प्रयोग के भिन्न-भिन्न फलो के अनुसार >€ 

भिन्न-भिन्न मान घारण करता है। क्योकि एक यादृच्छिक प्रयोग मे विभिन्न फलों की 

निश्चित प्रायिकता होती है, इस यादृच्छिक चर >( की विभिन्न मानों को घारण करने 

की प्राथिकता भी निश्चित हो जाती हैँ । 

?(#--») से हम उस घटना की प्रायिकता को सूचित करेंगे जब 7९ का मान & 

हो। इसी प्रकार 0 (३< 2६ « 5) द्वारा हम उस घटना की प्राय्रिकता को सूचित्त 

करेंगे जब कि ऊ का मान 4 से अधिक और 9 से कम अयवा उसके बराबर हो। यदि 

हमें हर एक मान-युग्म ७ और 9 के लिए ? (३८: 7: « 0) ज्ञात हो तो हम कहते है 
कि हमे ऊ का प्रायिकता बटन (709०॥7ए 0/8६व9एझा०४) मालूम है। 

उदाहरण के लिए पासे को फेकने के यादुच्छिक प्रयोग को ही छीजिए | इसमें 

हम पाँसे के ऊपर के मुख पर बिंदुओ की सख्या को > से सूचित करेंगे। यह >८ एक 
4 



दर साटियकी के सिद्धान्त और उपयोग 

यादृच्छिक चर है जिसका मान ।, 2, 3, 4 5 और 6 हो सकता है। इन सब मानों की 

प्रायिकता बरावर है। 

# (2०.० (#-०-० (5 3)--० (%<4)--ए (2:5)-० (०-०) 
अब कोई भी दो सल्याएँ८ और £ को लेकर हम ?[०८<> < #] 

का परिकलत सरल्दा से कर सकते हूं । 
उदाहरणार्थ मान छोजिए ८-८०, /#८4 5॥ 

_[८< डे € / +-ए[2< ऊँ < 4 5] 

चत्श(#-३)०२-५)] 
स्न््ि(अ--3)-- 2(म-- 4) 

च्न्न्क-य 
पु ढ़ 

स््र 
3 

$ ४२ असतत वटन (7ऋल्यथ० 85परप्रणणा) 

ऐसे बटन को जिसमें यादृच्छिक चर माता की केवक् एक परिमित (00०) 
सख्या धारण कर सकता है असतत वटन कहते हैं । 

इस प्रकार का चर एक असतत चर कहलाता है। ऊपर के उदाहरण में यादूच्छिक 
चर 7 का वटन असतत है। 

8 ४२१ यादृच्छिक चर के फलन का बटन 

यदि 7६ एक यादृच्छिक चर हो तो >( का ऐसा फलन £ (7६) भी जो रू के किसी 
एक मान के लिए एक ही निरिचित मान धारण करता हो, एक यादृच्छिक चर है। 

ऊपर के उदाहरण के लिए >(* एक यादृच्छिक चर है जिसका प्रायिकता वटत निम्न- 

लिखिंद होगा 

क [हसन] 5 9? [57] 55 हू 
म [ह१-7]] ++ ? [९-4] ++ ए [7-9] + # [अ०--१6] ++ 2 [2-25] 

नए एलन्ल0 न है 
क्योकि ४१ एक चर है जिसके साथ एक प्रायिक्ता वटव सवधित है, इस कारण 

यह भी एक यादुच्छिक चर है। 6-८ (>:१-- 3) भी एक यादृच्छिक चर है जिसका 

प्र वितरण निम्नलिखित विधि से मालूम किया जा सकता है। 



भ्राधिकता वंटन और यादृच्छिक चर ७ 

यदि [ह--४]) दो ६5-7४१-- ३ *इच८- 2 & ४ हार यह 

यदि [ऑ--2] तो ६5०१-3३ »(#तत- 2 हट बटन  > तट 
यदि [ऑ--3] वो #37-3 #3₹₹ ० दी 
यदि [4] तो #--47-३3> 4८5 4 | 
यदि [2-55] तो #55१-3%5च67०0.. 0 ५: ५ ले 7 
यदि [>--6] तो ६--67-३ %65८ 78 ४4० हर 
4 € [#+-- 2 *ै > [ (>-7) ए (४<-०) ] ५5 ६ 

और 7[६--०|-- 7 [६-4] -+ ??[#--70] 55 9 [#--8] 55 ३ 
इस प्रकार >( के किसी भी फलन का प्रायिकता-वटन मालूम विया जा सकता है। 

यदि €”? (४, ४) द्वारा हम ऊँ के उन सब मानों के कुकक ($८:) को सूचित करें 

जिनके लिए ८<४(>) € 

तो 2? [८<४ (5) < ॥[--४ [5 € ४7 (०, ४) ] न 4०) 
जहाँ > € ९? (०, /) का अय॑ है 2 का &€? (५, ४) में से कोई एक मान घारण 

करना। थदि हमे >६ का प्रायिकता बटन ज्ञात है तो हम ऊपर के समीकरण में दाहिनी 

ओर के भाग का परिकलन कर सकते हूँ । ऊपर के उदाहरण में 

58 

29 

| 2] 

49 

8 

प्0 
है] ड्र्डठ अर ठ-6 

_*.. छत्या 2 ----> 

जित्र १३--पांसा फेंकने पर ऊपर की बिन्दुओं को संख्या का प्रायिकता-बंढन 



द्ट सास्यिकों के घिद्धान्त और उपयोग 

शुंग्दआ+६ 5] >> आं०<ज <+/जु+शू- ४5६ डे 
_ (४०7 ए४-२) 
चर अ७ा)+2 25») 
श ज ॥ 

जिस प्रकार वारवारता बटन को चित्र द्वारा समझा जा सकता है उसी प्रकार 

प्रायिक्ता-वटन का भी चित्र० हो सकता है। 

$ ४.२ २ द्वि-विमितीय यादृच्छिक चर ( 7४०-ब्रीकालखगादो #कार्बशा 

2८742 ) | 

मान छीजिए कि एक पामा ऐसा वनाया गया है जिसने हर एक मुख पर दो सल्याएँ 

छिखो हुई है। प्रयोग है पासते को फेंक्कर ऊपर के मुख की सख्याओं को योट करना) 

| [- 
चित्र (४--एक पाँसे के छः मुख 

यह सख्याओं का युँग्म एक यादुच्ठिक चर है क्योकि इसके भिन्न-भिन्न मानों के सीस 

प्रायिकतता सबबित है। इस अकार के चर को--जिसमें दी सख्याएँ कसी विशेष क्रम 

में दी हुई हो--हव-विमितीय चर कहते हैँ । जिस प्रकार अब तक हम यादृच्छित चए 

को >६ से सूचित करते आये है. उसी प्रकार एक ट्विविभितीय चर को (5, ५) से सूचित 

किया सकता है। (>#, ४) के प्राथिकता बटन की हम प्रायिकता दव्य-्मान 

(970०9 गा) की देरह कल्पना कर सकते है जो एक द्वि-विमितीय धरातल 

प्र है। इसलिए इस प्रकार के वटन को चित्र रा सूचित किया जा सकता 

*ः हम हा ब्3 
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है। ऊपर के उदाहरण में जो (>(, ४) का वटन है उसे चित्र में नीचे दी हुई विधि से 
रखा जा सकता हैं। 

चित्र १५--चित्र १४ में दिये हुए पांसे को फुकने से प्राप्त द्विविमितोय चर का घंटन 

इस यादुष्छिक चर-युग्म के छिए 

2 [(5, ए)-ॉ-3, ७] है 
2 [(5, ४)--(, -3)|#₹ है 
# [00 ७-७ ग्गी> # 
2 [(ए, ए)--(६5, --०5)]5 है 



० सांख्यिकी के सिद्धात्त और उपयोग 

$ ४२३ द्वि-विमितीय चर के फलन का बटन 

हम देख चुके हे कि यदि हमें >( का प्रायिकता वटन ज्ञात हो तो हम उसके किसी भी 

फ़लन € (>) का प्रायिकता वटन मालूम कर सकते है । इसी प्रकार यदि हमें (2, ४) 
का बटन ज्ञात हो तो इनके एक-मित्रीय तथा द्वि-मितीय फलनो के प्रायिकता बटन भी 

प्राप्त किये जा सकते है । 
उदाहरण--बदि (>६, ७) का बटन ऊपर लिखित है तो ?[(5--४)<& 7०] 

क्या होगी ? 

यदि [ह, ४)-७(--७, )) दो (>ऊ-+ ४)---7 

यदि (& ४)-(४,-३) वो (>-- ४)--७७ 

यदि (>, ४)--(५, 70) तो (<--४५)७--५ 

यदि (>, ४)5-(४, --6) तो (>--५)७ 
श[>+५)< 7०७४८ १)---७ए/(अ+ ४)७- . ४4 9)-9)] 

नत्यह+-०)---२)+श[(5+४)७- न 27) 
[७+9४)5४॥) 

वन््टेफड्े+ हे 
5 

इसी प्रकार किन्ही भी दो मानो 4 और 8 के बीच में (>-- ४) के पाये जाने 
की प्रायिकता का परिकठन भी किया जा सकता है। (#--४) एक विमितीय चर है 
जिसके प्राथिकता-वटन को निम्नलिखित रीति से चित्रित किया जा सकता है। 

| 
(&+90- रे 

चित्र १६--चित्र १४ में दिये हुए पाँसे को फेंकने से प्राप्त ऊपर के मुख 

की संदुयाओं के योग (--[-07) का आविकता-बेंटन 
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$ ४"२"४ एक-पार्ब्वीय वंदन (2विहका्ो 20/8#0#60#8) 

(ञ, ९) का वटन ज्ञात होने पर हम > और ४ के वटनों को अलग-अलग भी 

मालूम कर सकते हैँ। इन वटनो को एक-पार्ँ्वीय वटन कहते हैं। ऊपर के चित्र, सख्या 

75 में (2, 9) का वटय दिखाया गया है। उसमें प्रायिक्ता द्वव्य-मान बिंदुओ फा 

क्रमश & और ४ निर्देशाक्षो पर प्रक्षेप (97णुं८८४०४) करने पर ये एक-पार्शीय 
बटन प्राप्त हो सकते हैं। 

१८ 

के ॥| || 

ब्क ह्] ०0 प््य हर 6 6 40 ब्त 

# कक कि? 

रह | 

नह 

चित्र १७--चित्र १५ में दिये हुए प्रायिकता-वंटन का निर्देशाक्षो पर विक्षेप-- 
हे और ४ का एक पाइ्वोय वंटन । 

यदि (>, ४) का वटन ज्ञात हो तो हम > जौर ४ के वटन माझूम कर सकते 

है, परतु यदि > और £ के वटन मालूम हो तो (2, ७) का बटन मालूम कर लेना 
संभव नहीं है। इसका कारण यह है कि (>, ७) के अनगणिनत वटन ऐसे भाडूस 

किये जा सकते हूँ जिनके एक-पाश्वीय वटव समान हो । उदाहरण के लिए (>, ४) 

के निम्नलिखित वटनों का विचार कीजिए 

(0 [ छः ( ह। 
#9[(£, ४-(०, पैन 

|) 
(४, ए)--7, 7 

छ-- 

) 

+, ४-0 2 ॥ 

| 
72 [(5, ४)--(०, 7 
| 

24422 4% 

2 हु 3 ५ 6 न] 2० 

| 

न 2 ि श--(2, 2] 
») ] 

(7, ४)--(2, 2, ता 
ध्श्य्ट बना 
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इन दोनो द्वि-विभितीय वटनो के एक-प्रार्वीय वटन समान ही हैं जो निम्न- 
छिसित है--- 

डेके लिए #(अल्त)जडे ,. 7(४-०७३ 
एकेलछिए #(४-)चऊ »+ 27(४-» | 

इससे यह सिद्ध हो गया कि > और ७! दोनों के वटन ज्ञात होने पर भी सयुक्त 

वटन ( [णाए 05घए/पथ०ा) मालूम करना हमेशा सभव नही है। इसी प्रकार >( 

और 9 के एक-पार्श्वीय वटने मालूम होने से (*(+ ७) का वटन मालूम कर छेता 
हमेशा सभव नही होता ! 

8 ४३ सतत वदन ((०0ह8॥ग5 बरीड॥#०8) 

हम यह पहले ही कह चुके हैँ कि किसी यादृष्छिक चर के प्रायिकता-वटन के ज्ञात 

होने का अथं है प्रत्येक मान युग्म ८ और 8 के बीच में इस चर के पाये जाने 
की प्रायिकदा का ज्ञात होना। मान छीजिए कि हमें किमी यादृच्छिक चर >€ का बटन 

मालूम है। यदि &, ? और ० कोई तीन सब्याएं है वो हमें 22 [+--0<< 2 < »+-०] 

अर्थाव् “४ के अतराल [#+--0, &--9]] में पाये जाने की प्रायिकता ज्ञात होनी 
चाहिए। 

इस अतराल की लबाई ( 9-+-8” ) है और इस अतराल में प्रायिकता 2? [#-0 
<८< ( ६ ४--७“] वितरित है। इसलिए औसतन अतराल की एक इकाई छबाई में 

प्राधिकता- “० कु] होगी। जिस दृष्टिकोण से भयिकता की 

दवव्य-मान के रूप में कल्पना की जा सकती, उसी दृष्टिकोण से ऊपर दी हुई यह औसत 
धायिकता प्रति इकाई अन्तराल में प्रायिकता-परनत्व ( [7098ण।ए हत्यजाएओ 

समझा जा सकता है। & और ० के विभिन्न मानो के छिए हमें विभिन्न अतराल प्राप्त 

होगे और इनमें से प्रत्येक अतराल के लिए प्रायिकता-घनत्व मालूम किया जा सकता है। 

यदि 3 और 8 के मानो को ऊमश छोटे करते चले जायें, जिससे कि वे दोनो घून्य 
की फोर प्रवृत्त होते जायें, तो यह सभव है कि तत्सबदी अतरालो में प्रायिकता-धनत्व 

किसी विशेष सख्या को ओरप्रबृत्त होता जाय। यदि ऐसा हो दो इस विजश्ञेप सख्या को 

हम यादुच्छिक चर का विदु & पर प्रायिक्रता-घनत्व ( फ़रवजाएए तैकप्माए 

गए पक्चार्व०शा एथार6 >( ३६ 905६ 5) कहते हैँ । इसी प्रकार दूसरे विदुओं 

पर केंद्रित अतरालो से प्रगायिक्रता घनत्व कौ सौमाएँ भी अाप्त की जा सकती हैं । 
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आपका ध्यान कदाचित् अपने पूर्व-पचरिचित चरो वी ओर जायगा और आप 
यह जानना चाहेंगे कि इनके लिए विभिनर बिंदुओ पर प्रायिकता घनत्व कितना है। 

आस्तव में अभी तक हमने जिन चरो से परिचय प्राप्त विया है वे गिनती में केवछ थोडे 

से ही मानो को धारण कर सकते हैं । अर्थात् दूसरे मानो के धारण करने की प्रायिकता 
इन चरो के लिए शून्य होती है। 

मान छीजिए, हम एक ऐसा चर लेते है जिसके लिए 

2 (अ--7)557(-००)--०(%5८5३)०:(>--॥) नत्ढे 

मान छीजिए & कोग3 3 को ०2 तथा 8 को ०३ ले। तो इस कतराल 

2 [6 ३--० 2<> <  3+० 3)] 
02+-03 

में प्रायिकता-घनत्व ज॑+ 

ज- ([ 7<2<7 6] 
9०5 

परन्तु ७ [7 7<:2<] 6-८० क्योकि । + और 7 6 के बीच का कोई मान 2९ 
ग्रहण नहीं कर सकता, इसलिए यह घनत्व शून्य हुआ। अब यदि &को 7 3 ही रखा 

जाय तथा »& और ७” को क्रमश घटाते जायें तो आप देखेंगे कि इस प्रकार से प्राप्त 
प्रत्येक अतराल में प्रायिकता-घनत्व शून्य होगा । इसलिए बिंदु #्नय 3 पर > का 

प्रायिकता-घनत्व शून्य है। इसी प्रकरर 7, 2, 3 और 4 को छोडकर किसी भी बिंदु 

पर प्राथिकता-घनत्व शून्य होगा, यह सिद्ध किया जा सकता है। 

आइए, अब हम यह देखें कि इन चार विंदुओ पर प्रायिकता-घनत्व वया है। मात 

लीजिए कि-- 

होया । 

कच्ता 0, 8550 5, 95-5० 5 । (%+--9, &+-8 ) में 

प्रायिकता-घनत्व +ी 05527 5] 
30 

_ 2(>#>>7) 
व0 

हक 

यदि & +्+ 70, 0-००, 0'नत०७ तो (ल्--० »-|-8/ में 

प्राथिकताघनत्व-- [08 < 72] 
9०4 
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यदि /८ + 7.0, 35-50 0, 3-८० 67 त्तो 

यह श्रायिकता-घनत्व जग उल्च्गे गे 
0०02 008 

इस प्रकार हम देखते है कि ज्यो-ज्मो » और 9" घटते जाते हैं त्यो-त्यों इस अनु- 

पात्त में अश् (एण््रशशाणा) तो बही रहता है, परतु हर (कलाण्ग्रागा॥07) 

घटता चला जाता है। इस प्रकार 8 और 8' को काफी छोटे मान देकर इस अनुपात 

को हम किसी भी दिये हुए मान से अधिक वडा कर सकते है । इस प्रकार इस विद्ु 
पर प्रापिकता घनत्व अनत है। इसी प्रकार विद &-+०, ४5८३ और <+4 पर भी 

प्राथिकता घनत्व अनत सिद्ध किया जा सकता है। यह तो हमने एक उदाहरण लिया 

था, परतु इसी प्रदार किमी भी असतत चर के लिए यह् सिद्ध किया जा सकता है वि 

बहू जिन मानो को कसी भी घनात्मक प्रायिकता से धारण कर सकता है उस्त पर 

उसका प्रायिकता-घनत्व अतत और अन्य सब निंदुओ पर उसका प्रायिवता-घनत्व 
शून्य होता है । इस प्रकार इन यादृच्छिक चरो के लिए विभिन्न घिहुओ पर प्रायिकता- 

घमत्व' जानने से हमे केवछ यह मालूम हो सकता है कि किन विंदुओ पर प्रायिकता 

शून्य मही है। 
परतु हम दूसरे अध्याय में सतत चरो से परिचय प्राप्त कर ही चुके है । यदि 

किसी यादुच्छिक प्रयोग द्वारा हमे इस प्रकार का चर प्राप्त हो तो यह एक सतत यादू- 

'चिछक चर होगा । इस भ्रकार के चर अपने परास में स्थित किसी भी दो भागों के 

बीच के सभी मातों को धारण कर सकते हैं । इस प्रकार के चर के लिए यदि हम 

इसके परास भें कोई अतराल लें तो स्पष्ट है कि इस पूरे जतराल में चर के होते की 

प्रायिकता उस' अतराल के किसी भी छोटे भाग में होने की प्रायिकता से अधिक होगी । 

इस प्रकार किसी विंदु पर केंद्धित अतराल में प्रायिकता का परिकलन करते समय न 

केवल अतराल की कवाई शून्य की ओर प्रवृत्त होती है वरन् इस अनुपात का अब 

(गण्गप्रथ2005) अर्यात् अतराल में स्थित प्रायिकता भी शून्य की ओर प्रवृत्त होदी' 

है। इस प्रकार यह सभव है कि प्रायिकता-घनत्व घून्य और अनन्त के बीच का कोई 

परिभित मान हो । इस प्रकार का वटन जिसमे प्रत्येक विंदु पर प्रायिकता-घनत्व 

अवत से भिन्न कोई परिमित संख्या होती है एक सतत बटन कहलाता है । 
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यदि यादृच्छिक चर >< का वटय सतत हो तो विंदु पर इसके प्रायिकता घनत्व 

को (0) से सूचित करते है । 

| ४; 

अत 23० टला (े 
8->० 

सतत वटन को हम वारवारता फलन 9 (») के ग्राफ़ था लेखा चित से 

चित्रित कर सकते है 

न "2 थ्ह] 6 का मो 

चित्र १८--एक सतत बटन का आवृत्ति फलन-- 

शा ल्ज 2 इक ब्च्ट *& | ८5 नया 2 /(») फ्फ्का 

इस वक्र और »-- विदेशाक्ष के दीच का क्षेत्रफल ; होता है । यदि घतत्व- 
फलन / (७) है तो यादृच्छिक चर > के अतराल [, /] में पाये जाने की प्राथिक्ता 

2 

क्को (र (४) ४» से सूचित किया जाता है। ऊपर के दिये हुए चित्र मे ऊके 

किसी मान % के लिए बक्र पर 9 का मान / (४) है। यदि दो बिंढुओ (४,०) और 
(0०) स्ले दो ऊर्ष्व रेखाएँ खीची जायें तो ४-निर्देशाक्ष, बारबारता-वक्र और इन 
दो रेखाओ के बीच का क्षेत्रफलक--जिप्को चित्र में ढेढी रेडाओ से ढाँका हुआ है-- 
8 

॒ _ (७ # द्वीहोगा। इस प्रकार हमें इस चित्र द्वारा वटन का बहुत कुछ आमभारा 

हो जाता है। इसका स्वरूप वही है जो समध्टि के लिए बारवारता-चित्र का होता है। 
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नाचे सतत वटनों के कुछ उदाहरण दिये हुए हूँ । 

$ ४ ३९१ आयताकार वटन (२८द/हएम्वा तौीड।70##०) 

अं ख्ोेक्च० यदि. #ऋ<€ 46 

(0७ दिन यदि 2€&<€ 8 

अच० यदि &7>#9 

इस वितरण को आयताकार वटन (€८घ्थाट्टप्रैधध ताक एत०४) कहते 

हैं । इसका कारण यह है कि किन्ही भी दो मानों के बीच में > के पाये जाते की 
प्रायिक्ता को एक आयत द्वारा चित्रित क्या जा सकता है। 

3 /८० 5 6 

2_/2७ ० #०/८2 ० 

| 
|] । 
! 

! 
4 ! 

व 3 58 9 

श्प्ज्रे 

चित्र १९--आयताकार बदन में 2[८/< < <8 ] 

$ ४३२ प्रसामान्य बटन (7एतकादों ४//0॥४०5) 

(४०० क्वा -+क्<ओऊ<नी५० 

जहाँ ऋ एक वृत्त की परिधि (लालाणलिक्व८८) और व्यास (कब्फव्प्टः) 
कॉ अनुपात है तथा ८ एक सख्या है जिसका भसान निम्नलिखित अनत श्रेणी 

(गातिए८ 5८7८५) से शाप्त होता है। 

व्ल्कज पे ज्ञाख्ञाप टद्वाक 

हर क्र 
4 बंप जे स्तन (4) 



प्रायिक्ता बटन और यादुच्छिक चर 99 

इस वटन का प्रायिकता घनत्व पहिले ही चित्र सख्या १८ में चित्रित किया जा 

चुका है। 

यहस्पष्ट है कि किसी सतत बटन में चर के किसी भी मान ४ के लिए ?! [ ४-- ८] 
>+०। यह इस कारण कि यह प्राय्रिकता ऊपर दिये हुए नियम के अनुसार दो ऊध्ब 

रेखाआ के बीच का क्षेत्रफल होना चाहिए, परतु जब इत दो रेखाओं के वीच का 

बतर शून्य हो गया तो स्पष्ट है कि यह क्षेत्रफल भी शून्य होगा । 

अय बब्दो में | (2४ कर० (4 4) 

$ ४४ सचयी-प्रायिकता फलन ((एमआप्रॉबएश ब्रीडटाश/60# 07 बड(॥0॥07 

उक्रवाक) +- 
दूसरे अध्याय में सचयी बारबारता का वणन किया जा चुका है। यदि सचयी 

बारबारता को कुल बारवारता से विभाजित किया जाय तो हमें सचयी आपेक्षिक 

बारबारता प्राप्त होगी । जिस प्रकार प्रायिकता आपेक्षिक बारवारता का एक आदर्श 

स्वरूप है उमी प्रकार सयपी जापेक्षिक बारबासता का आादण रूप सचयी प्राथिकता 

फूलन ( तड्धाप्राका प्थिटए/०0 ) है। इसको 7 (७0) द्वारा सूचित किया 
जाता है। 

मे चने श[ह<<] (45) 
परतु यदि सतत चर हो तो 

श्र < »]+ |/0) ४६ 

- ह0) + 00 # (४०) 
$ ४४ १ सचयी प्रायिकता फलन के गुण 

क्योकि प्रायिकता वक्र और :८-निर्देशाक्ष के वीच का कुल क्षेत्रफल 7 होता है, 
इस कारण 7/(0 जो इस क्षेत्रफल का वह भाग है जो ऊष्ब रेखा >(--८८ के वायी ओर. 
पढ़ता है; से अधिक तही हो सकता। वैसे भी क्यो कि यह >( के मान & से कम अथवा 
उसके बराबर होने तक की प्रायिकता है इसलिए प्रायिकता की मात्ति इसका मान ० 
ओर 7 के बीच की कोई सख्या ही हो सकता है । 



जद सास्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

आइए, अब हम देखें कि यदि & वा वटत 4 और 6 दे दीच आायताकार हो तो 
उसका सचयी प्रायिक्ता फलन क्या होगा। 

क#(च ० यदि व 

म(0 ४ए यदि 2<&&< 

मऊ वन 7 यदि &£&> 2 

जैसे दूसरे अध्याय में हमने समप्टि के लिए सचयी वारबारता चित्र बनाये थे, 

उसी प्रकार सचयी प्रायिक्ता फछन को भी चित्र द्वारा निरूपित क्या जा सकता है| 

ऊपर के आयताकार वटत कै लिए जो चित्र प्राप्त होगा वह नौचे दिया जा रहा है । 

६200-77 

चित्र २०--आयताकार बटन का सचित्र प्राधिसताफलन 

आपका ध्यान इस ओर गया होगा कि इस चित्र में & के वढने के साथ #7 (0) का 

मान था तो बढता है या स्थिर रहवा है, परतु कही भी ४८ के बढने पर # (0) का मान 

चढ्ता नही । सचयी बारबारता भाष्त करने की विधि से ही यह स्पष्ट हो जायगा 

कि यह वात केवल इस विदेष वटन के लिए ही नही बस्कि सभी वटनो के लिए सत्य है । 

मान लीजिए कि &8 और #७ दो सान है जिनसे «4 छोटा है, यानीऋआ 5 हक 

तो किसी भी वय्न के लिए 

मझऋ(झऊ.) +०(5<€ ०७) 
कतछ[(अऋ्रूल्ा) ए(वचजर< ७) 
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च्त्छ (< ला )+ [< के < 9] 

च्त्मे छकरी शव अं < ७] 
परतु क्योकि ? [४६< >|६ < ७] का छोटे-से-छोटा मान शून्य ही हो सकता है, इस- 

लिए यदि ४५ > » हो तो 

के (७9) > मा (वो न «वि 

8 ४५ स्वतत्र चर (7व6एल्आवैशाए एथा40९४) -- 

तीसरे अब्याय में हम स्वततत्र धठनाओं की परिणापा दे चुके हैं। यदि 4 और 5 

दो स्वतत्र घटनाएँ हो तो यह सिद्ध किया जा चुका है कि 

72(409)-76)77(8) 
यदि (7, ४) एक द्वि विमितीय यादूच्छिक चर हो और हर एक मानयुग्म (८7/48 ) 
तथा (8,89५ ) के लिए 

27[(ब<६२<०)/ (8 < ४<&)| 
सत्टी[4<अ<क] ?2[४< ४< 8 | 

हो तो यादुच्छिक चर 2( और ४ एक दूसरे से स्वतत्र कहलाते हे । इस प्रकार हम 

देखते हूँ कि यदि 9 का मान दिया हुआ हो अथवा यह दिया हुआ हो कि ४! एक 

विशेष अतराल में स्थित है जौर यदि वह >£ से रत हो तो दशा ज्ञान का #|ई के 
भ्रतिबधी प्रायिकत्ता-वटन पर कुछ भी प्रभाव नही पडता | इसी प्रकार >£ के सबध में 
किसी प्रतिवध का उससे स्वतत्र किसी चर ४ पर प्रभाव नही पडता । 

यदि ह> और ए जसतत चर ही जो ऊमश 5६, ७७... ७ ४क तथा ३9% 28४ ०«- 

2» मान धारण कर सकते हो तो 

2 [2-४ ४८७ [5४ [7-०]? [7-४] - ६४) 
ध्च््व, 2, का , |क्ता,2, ६2 

इस प्रकार यदि हमे अं भीर ४ के वटन ज्ञात हो और यदि यह भी माढूम हो 
कि ये दोतो चर स्व॒तत्र हे तो हम इन दोनो का झयुक््त-वटन (]07+ तैछए्यएह07) 

इनके अछग-अलग वटनो के गुणन से प्राप्त कर सकते है । 

इसी प्रकार यदि सतत चर >( और ऐ स्वतत्र हों, उनके घनत्व फलन ऋमश 70) 

तया ॥(9) हो, और उनके सयुक्त वटन का घनत्व-फलन /(५)) हो तो * 

कि. 5 79) न्लन (9) 
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सयुकत-बटन वे घनत्व फ्लन वी परिभाषा भी उसी प्रकार दी जा सकती है 

जिस प्रवार किस एक विमितीय यादृच्छित्र चर के घनत्व फलन की 

अ)चतक ३ ० 2[७--अ< ह<»+ ९ ०) (/--0२८ ४६ /+ 8 »] 

3, 8५-+ ० (0:--», ) (५-० ५) 

उदाहरण (१)--एक पाँसा और एक रुपया साथ-साथ उछाले जाते है। मे 

एक यादृच्टिक चर है जिसका मान पाँसे के ऊपर के मुख पर प्राप्त विदुओ के बरावर 
हैं। ४ भी एक यादृच्छिक चर है। यदि रुपया चित पड़े तो इसका मान 7 होता है, 

यदि बह पट पड़े तो इसक्या मान 2 होता है। ये दोना यादुच्छिक चर स्पप्ट तथा 

स्वतत्र हैँ, इसलिए इनका समुक्त वटन नीचे दिये हुए चित्र के अनुसार होगा । 

08) (४0 ६0) (४2) ४2 (४9) 
(2)2 |*+++<: + + न + ० 

(2)] रु गु + + * न 

(%) (४9 (४9 (४2 (४) (2) 

6ा छाई हा ओशराए75 76 
(8. 00 09 ४७ 0४8 (9 

बित्र २(--दो स्व॒तत्र यादृष्छिक चरो फे सयुकत और एक-पार्वोय वटन 

(२) अब मात छीजिए कि एक पँसे के अत्येक मुख पर विदुआ के स्थाद पद 

दो-दो सच्याएँ लिखी हुई हैं जो नीचे दिये हुए चित्र वे अनुसार है 

पंसे को फैंकने से जो मुख ऊपर की ओर जाता है उस पर ल्खि हुई पहिली सस्या 

को £ और दूसरी सख्या को | से सूचित क्या जाय तो £ औौर ० वा सयुकत-बंटन 

चित्र सख्या २२ के मनूसार होगा ।॥ 
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दि |“ | के 

5 |* | 3 

चित्र २२--एक पाँसे के छ. मुख 

ठ 

॥ (482 (कक: *(१5) 
श्र 

(७9) 7+ «(9 *(%) 

8 20. 72 0 टर 4५ 6 
(५2) $--+ (9) 

चित्र २३-चिच्र २२ में द्शित पाँसे को फेंकने से प्राप्त ऊपर की संख्याओं 

क्का सपुवतत बटन 

इस उदाहरण से हमें यह मालूम पडता है कि दो यादृच्छिक चरो में भौतिक 
सबध होते हुए भी वे एक दूसरे से स्वतत्र हो सकते हैं । 

$ ४ ६ प्रायिकता बंदन के प्रति समाकलन ([7(<8प्वायणय ज्ञापी एकछएुट2८ 

(० 3 छा०4४ज(ए ती:रॉपणा) 

मान छीजिए कि > एक असतत यादृच्छिक चर है जो 8०७,- «००८४५ आदि 

!४ मान धारण करता है। 

झ 
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मान छोजिए & (2) बादूृच्छिक चर > का एक फलन है और # (७) 
सन्टो (अ--शो]. तब 

28 एवं ? (3०5३ (०) 2 (ए0-+-8 (डे 2 (कक -न& (कक) # (7०) 
को हम >े के प्रायिकता वटन के प्रति समाकठन कहते हैं और इस सवाकछन को 

| / (४४7७ ऐ चूचित करे है। 
बक (0. "तक (0-म (४-%) 

उल्टी [-८< < जय 

जल? (ते 

यदि ध४ इतता छोटा हो कि ४-४6 और & के बोच में ऊँ का कोई भी सभव मान 

4८७ 4५ आदि न हो । यदि 2 (0) के स्थान पर हम समष्टि की अपिश्षिक बारबारता 

को रखें तो हम देख सकते है कि हमें इस प्रकार £ (2४) का औसत मान प्राप्त ही 
जायगा | इसी प्रकार आपेक्षिक बारबारता कै स्थान पर उसके आदर्श रूप प्राथिकता 
के दीन पर यह समाकलन £ (:६) का प्रत्याशित मान अयवा माध्य ढेता है । 

आम २22७५... 

224 9, 22 02 2563 24 297. 2244 

चित्र रढे 

यदि यादुच्छिक चर सतत है और उसका घतनत्व-फलवर्ध (») हो ती इस चर के 

परास को छोटे-छोटे भागों में विभाजित किया जा सकता है। मान लीजिए, इस प्रकार 

के विभाजनों की क्रम सब्या दी हुई है और 7 वें भाग में > का एक मात 0; है। तब 

हम एक योग का कलन कर सकते हूँ जो निम्नलिस्लित है+-- 

35३8 (02 (9) (हक २9) 

जहाँ &। और &/,४ उस अतराल के सीमान्त विदु है जिसमें 9, स्थित है। यदि 

हम इन विभाजतो की छोटा करते चले जायें और इस प्रकार उनकी सख्या बडे चले 

जाय़रें तो यह योग एक निश्चित मान की जीर जप्रसर होता है। जिस मान की और यह 

योग अग्रसर होता हैं उस्ते हम >ए के प्रायिक्रवा बठत के तति £ (४) का समाक कस चाहते 
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है । इस समाकछन को हम (7.6 (०0 / (0 ८4% द्वारा सूचित करते है । क्योकि & 

पर प्रायिक्रता घनत्वर्त्न (:), इसलिए &--4» और # के वीच का प्रायिकता 

द्रव्यमान नर (४) 45% 
कक ()-7(४-4:0 

न्न्त् वीर (४) 

& (४) 47४ (४) एक ऐसा सकेत है जो हम दोनो प्रकार के चरो--सतत और 

असतत के लिए प्रयोग कर सकते हूँ । इस प्रकार 

8 (गे 4 # (४) "५४ (०) 2 (४) यदि >£ असतत हो 

तथा | (७) 4# (०) ड़ (00 (४) 4: यदि >£ सतत हो। 

8 ४७ यादृच्छिक चर का प्रत्याशित मान अथवा माध्य (ह:क्थ्/थव 

एबॉफ्र 0 काटवक शर्वाकिट तु व खाावंगक शदगांब०-- 

भान लीजिए कि £ (%)>-> तब «४ # (७४) को हम यादृच्छिक चर > का 

माध्य अथवा प्रत्याशित मान कहते हैं! और इसे 77 (5) से सूचित करते हैं । यह 

आपको याद होगा कि यदि आँकडे आवृत्ति सारणो में दे रखे हो तो माष्य के लिए 

निम्नलिखित सूत्र का उपयोग होता है। 

र्य् शक 
अञा 

ब्च्पं 

[04५ 
८ म5 

कर 

यदि >£€ एक अरातत चर है तो 

म00 < 3 ४० (७०) म्स 

इसी प्रकार >( के किसी फलन £ (20) का प्रत्याशित मान 

झह[४ 00] + [200 7४(३ 
इन दोनो सूत्रो में बहुत अधिक समानता है। यदि आपेक्षिक बारबारता 

मा शक 



्ड साहिपकी के सिद्धान्त मौर उपयोग 

को जगह हम प्रायिकता 2 (७) को रखें जो वास्तव में इस आपेक्षिक बारबारता 

का आदर्श रूप है तो हमें भादुच्छिक चर का माध्य प्रन्प्त हो जाता है । इन दोनो में 

विद्येप अतर यही हैं कि पहले सूत्र का प्रयोग समप्टि पर किया जाता है जिसके बारे में 
हमें पूर्ण ज्ञान है, परतु दूसरे सूत्र का प्रयोग यादुच्छिक चर के लिए किया जाता है। 
यदुच्छिक चर किसी विश्ेष प्रयोग में क्या मान घारण बरेया यह अनिश्चित रहता है । 

अंत हमें प्रायिकता के शब्दों में ही बात करनी पडती है। 

8 ४ ८ यादृच्छिक चर के घूर्ण (कमा णी 4 क्ाईणा शगावर्शिशे 

जिस प्रकार समष्टि में मध्यातरित $ वा घूर्ण 

ह्ह्त्क ऊ (घकणों ई. 
बचत हर भा 

जे म्सः 
होता है उस्ती प्रकार यादुच्छिक चर का ” वा घूग ७,5७/०--#(2)]४7(४) होता 
है। इसके दूसरे भध्यास्तरित घूर्ण ४४5४-२2) ४7४(४0 को चर का 
प्रसरण ( एशा॥7८० ) कहते है। अधिकतर 5७) को ७& तथा #(£-०१ 
को 7(>() से सूचित किया जाता है। समष्टि के चर की भाँति ही यादृच्छिक चर के 
4-आतरिक धूर्णों की परिभाषा भी दी जा सकती है । ४-आतरिक और मध्यातरित 

घूर्णो का एक दूसरे से सबधी भी उसी भ्रकार का होता है । 

$ ४९ स्वतत्न चरो के गुणनफल का त्रत्यात्षित मान 

घदि बटन असतत हो तो 

गा वा 

#आ29)« 9 > थऊ शूकं-७, ४०३ ] 
प्लस [देखिए 

घ्छा मम ढ्रीकरण (4 8, 5 3०० शड-बशु७-] समीकरण (4 &)] 

प ]>. 
११५ ॥ ड् 

बन अर 2 [ 7] >5% श[शज-छ-] 
बच्च्य उन 

नि: 84208] (4 70 
यह सूत्र सतत व ट्यो के छिए भी आसानी से सिद्ध किया जा सकता है 
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$ ४ १० चरो के योग का प्रत्याशित मान 

खड+ 2०3 3 (घन३ ) 205 2-7) 
५. “है 

मा मे न] 
सा डे पए(श--घरेच्त ) रन जे ३ ऑ>-४ ४-5५ ) 

ग् 3. 4]55 है. 

्झ00 00) (47) 
यह सूत्र सतत वटनो के किए भी सरलता से सिद्ध हो सकता है। 



भाग ९ 

परिकल्पना की जाँच (7८६७काड़ ० सड़एण्वाट्मंड) 

और 

कुछ महत्त्वपूर्ण प्रायिकता चेटन (77००७ ए8ल्ण्र/0759) 



अध्याय ५ 

सनोवेज्ञानिक पृष्ठभूमि 

$ ५१ क्या बचपन में आपको परियो की कहानी पढ़ने वा शौक रहा है ? 

थदि हाँ तो आपने उस विचिन बर्तन के बारे में अवश्य सुना होगा जिसमे शहद भरा रहता 

था और चांहे जितना शहद उसमें से निकाल लें वह खाली नही होता था। यदि में 

आपको इहद रो भरा हुआ एक बर्तन देकर कहूँ कि लीजिए यही वह प्रसिद्ध बर्तन है 

जिसके बारे में आपने वचपन में वहुत कुछ पढा-सुना होगा तो आप मेरे इस वाथन की 

जाँच कैसे करेंगे ? 

आप कहेंगे कि इस कथन को सचाई की जाँच करने में क्या रखा है। अपने 
मित्रों को एक पार्टी दीजिए और उसमें सबको काफी मात्रा में शहद बॉट दीजिए । 

यदि बर्तन खाली हो जाता है तो कयन गछत है । लेकिन कल्पना कीजिए कि बर्तन 

वास्तव में भरा का भरा ही रहता है तब आपको आइचर्य होगा और कदाचित् मेरे 

कथन की सचाई में विश्वास ही हो जाय । लेकिन यदि आपका दुष्टिकोण आलोचना- 

त्मक है तो आप निश्वय ही मेरे कथन को सत्य सानगा पसन्द सही करेंगे । जाप कह 

सकते हैँ कि यद्यपि इस प्रथम जाँच में यह वर्तत खाली नही हुआ, परन््तु इससे यह तो 

सिद्ध नही होता कि यह वही बतंन है जिसका कहानियों में वर्णन है। वह तो कभी 

खाली होता ही नहीं था | यदि यह बर्तन प्रयम प्रयास में खाछी नही हुआ तो यह नही 

कहा जा सकता कि यह कभी खाली होगा ही नही । फिर भी यदि बतंन बार-बार 

जाँच में उत्तीर्ण हो तो आपका विश्वास मेरे कथन पर दृढतर होता जायग्रा । 

$ ५४२ इस प्रकार हम देखते हूँ कि यदि किसी कथन से एसा निप्कर्प निकलता 

है जो अनुभव वे विपरीत है तो हम उस कथन को झूठ समझते हैं । परन्तु यदि अनुभव 
उस निष्कपं के अनुकूल है तब भी हम यह नही समझ बैठते कि कथन सिद्ध हो गया । 

वल्कि केवछ उस कथन में हमारा विश्वास दृढतर होता जाता है । यदि आपको परियो 

की कहानियों में न तो दिलचस्पी हो और न विश्वास तो उस दज्ला में आप उपयुक्त 

कथन के प्रयोग करने का भी कष्ट न करेंगे और प्रारम्भ से ही मुझे झूठा समझेंगे । 
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यद्यपि विना प्रयोग के ही अपना मत स्थिर कर लेना किसी वैज्ञानिक के लिए उचित 

नही है, फिर भी आपके इस मत से मुझे कुछ विरोध नही है । इसके लिए एक विश्वस- 
नीय उदाहरण देता हूँ । 

9 ५३ शोयुत 'क' पर आरोप लगाया जाता है कि उन्होने ख' का खून क्या 
है। यह कहा जा सकता है कि २५ सितम्बर की रात को श्री 'ज' क्लकत्ते से दिल्ली 
जानेवाली गाईी में बहुत-सा घतर छेकर यात्रा कर रहे ये | श्री 'क' उनके डिब्बे में घुस 
ग्रये और श्री 'ख' के सो जानें पर उन्होने धन चुराने का प्रयास क्या । प्रम्तु 

श्री ख की अचानक नींद दूट जाने पर उन्होने शोर-गुलू भचाना चाह्य । यह 
देखकर श्री 'क' घबरा गये उन्होंने पिस्तोल निकालकर उसी दम श्री ख' का काम 

तमाम कर दिया । 

ग्रह पुलिस का कहना है। पुलिस ने श्री 'क' को तीन दिन पश्चात् दिल्ली में 
गिरफ्तार किया जब उनके पास उन नोटों में से कुछ पाये गये जो श्री 'ख' के पास 

दिल्ली जाते समय थे। आइये, जिस सिद्धान्त का प्रतिपादन हमने परियो की कहानी में 
किया था उसका प्रयोग पुलिस के इस कथन पर करके देखें । 

कथन है “श्री क ने श्री ख' को २५ सितम्बर की रात में कलकत्ते से जानेबाली 
रेलगाड़ी में मार डाला २” 

यदि यह कथन सच है तो यह निष्कर्ष निवलूता है कि २५ सितम्बर की 'यत को 

'क' और “ख एक ही रेल्याडी में यात्रा कर रहे थे । यदि यह निष्कर्ष गेऊत सिद्ध हो 
जाय तो उपयुक्त कथन भी स्वभावत ग्रलत सिद्ध हो जायगा। मानव छीजिए कि कई 
गवाह शपथपूर्वक यह कहने को तैयार हैं कि 'क' २५ सितम्बर की शत को दिल्ली 

मैं भे और यही नहीं २४ तारीख से ही वे दिल्ली में रह रहे हैं । इस गवाही के बाद 

और यह जानते हुए कि एक ही व्यक्ति एक ही समय पर दो विभिन्न स्थानों में नही 

रह सकता, मूल कयन झूठा सिद्ध हो जाता है । 

इसके विपरीत मान छोजिए कि कुछ गवाह इस नि८्कष की पुष्टि करते है नि भी 

का और श्री 'ख एक ही रेलगाडी से याजा कर रहे थे । इस गवाहो से यह सिद्ध नही 
हीता कि 'क' ने 'ख' का खून किया था| परन्तु पुछिस का कथन इस कारण अधिक 
विश्वसनीय हो जाता है। 

यदि पुलिस के कथन से जनेको निष्कर्प निकाले जायें जिनकी पुष्टि गवाही 
द्वारा हो तो न््यायादीश कए विश्वास उनकी कहानी की साई में क्रमश' दृढ़तर 

होकर प्राय असदिम्धता में परिणत हो सकता है। फिर भी निष्कर्ष के प्रतिकूछ एक 
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भी गवाही मिलने पर उन सब ग्वाहियो का प्रभाव नष्ट हो जाता है जो कघन के 

निष्कर्पों के अनुकूल थी । 
मान लीजिए कि निम्नलिखित बातें सिद्ध हो जाती है--- 

(१) का 'ख' से परिचित था। 
(२) 'ख' के खून के कुछ ही दिन पूर्व 'क' और 'ख' में किसी जमीन के टुकड़े के 

स्वामित्व को छेकर बहुत झगडा हुआ था। 

(३) 'क' और सत्र एक ही गाडी से यात्रा कर रहे थे । 
(४) जब 'क' दिल्ली से रवाना हुआ तब उसके पास प्राय कुछ भी नहीं था। 

परन्तु जब वह पकडा गया यो उसके पास नगद १,००० रुपया निकला । 

जब वादी उष्त घटनाओं की पुष्टि गवाही द्वारा कर चुका हो गो एक और घटना 

प्रकाश में आती है -- 

(५) जब 'ख' ने दिल्ली के लिए टिकट खरीदा तो 'क' ने उसका पीछा किया और 

उसी डिब्बे में एक सीट रिजव करा ली । 

यदि घटना नम्बर (३) पहिले ही ज्ञात नहीं होती तो इस नयी घटना से 
वादी के कथन की सचाई में विश्वास बहुत बढ जाता । परन्तु घटना नम्बर (३) 
केसिद्ध होने के पश्चात् इसका महत्त्व पहिले की अपेक्षा बहुत कम हो जाता है। फिर 

भी यदि हम घटना नम्बर (४) पर विचार करें तो घटना नम्बर (३) के सिद्ध होने 
के पश्चात् भी इससे वादी के कथन को काफी बल मिलता है । 

8 ५४ यदि नवीन साक्ष्य विश्वसतीय पूर्वज्ञात घटनाओं से बहुत अधिक' सबधित' 
ही तो साक्ष्य में हमें अधिकः विश्वास होगा । परन्तु इस साक्ष्य से हमारे विश्वासो में 

अन्तर नही पडता । और यदि पडता भी है तो अधिक नही । इसके विपरीत यदि यह 

नवीन राक्ष्य पूर्व ज्ञात घठनाओो से एफदम असबधित हो तो यह हमारे पूर्व निश्चित 

विचारो को बछू देने में अथवा उनको खडित करने में बहुत महत्त्व रखता है। 

मनुष्य का मस्तिष्क प्राय इसी प्रकार कार्य करता है । यह ऐसा क्यो करता 

है? यह ऐसा प्रइन है जिसकी इस पुस्तक में चर्चा करना उचित प्रतीत नही होता ) 
इस कार्य के लिए कदाचित् कोई मनोवेज्ञानिक ही सबसे अधिक उपयुक्त है । बल्कि 

हमें विश्वास है कि उसे भी इसका उत्तर देने में बहुत कठिनाई पडेगी । सभवत उसका 
मस्तिष्क भी इसी प्रकार कार्य करता है और वह हमें इस समस्या के अपने हल के 

बारे में विश्वास दिलाने के लिए जो यु क्तियाँ देगा उसमें भी वह इस सिद्धान्त का प्रयोग 

करेगा। इसके अलावा हम इस वात की भी चर्चा नही करेंगे कि इन स्विद्धान्तों का प्रयोग 
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कहाँ तब युवित्युक्त है । यह असभव है वि" इस प्रकार का कोई भी तर्क यूढ और जठिल 
न हो जाये। विभिन्न व्यक्तियों की भिन्न-भिन्न राय हो सकती है। सबसे कठिन 

समस्या तो यह निश्चय करने की है कि युक्तियुकत आचरण क्या है । सास्यिकी की 
एक पुस्तक का छेखक, जो अपने परिहासश्ील स्वभाव के लिए जरा भी प्रसिद्ध नही है 
ता जो एक गम्भीर दे ज्ञानिक माना जाता है, युक्तियुकत आचरण की परिमापषा देते हुए 
छिखता है कि यह वह आचरण है जिसे वह छेखक युक्तियुक्त समझता है । यथपि इस 

प्रकार की कोई भी परिभाषा बिलवुल भी युक्तिसगत ज्ञात नही होती तथापि यह हो 

सकता है कि पाठकों का बहुमत इस लेखक के साथ हो । इस परिभाषा के बारे में ही 
नही कित्तु इस बारे में भी कि विर्णय क्सि प्रकार क्रिया जाये और निष्कर्य कसे 

निकाला जाये । 

$ ५५ हमने ऊपर यह दिखलाया है कि मानव मघ्तिप्क किसी कथन के अनुमोदत 

में अथदा उसके विपरीत साक्ष्य को किस प्रकार तौलता है। प्राय ऐसी ही वात उस 

समय भी दृष्टियोचर होती है जब कयन का निष्कर्ष झूठ भा गलत्त तो नही सिद्ध 
होता, परन्तु निष्कर्ष असभाव्य (॥7770026८) माछूम होता है। कई लोगो का, 
जो सिनेमा को बहुत आलोचनात्मक दृष्टिकोण से देखते है, यह मत है कि भारतीय 

चित्रों में कया, घढना-चक्र, कार और दातावरण बनावटी तथा वास्तविकता 
से बहुत दूर होता है । मनुष्यों का जो आचरण और व्यवहार उम्ममें दिखाया जाता है 

वह प्राय अस्वाभाविक होता है। उदाहरण के लिए अभिनेता का कोड़ो द्वारा पीटे 

जाने और भयकर पीडा दिये जाने पर ग्राना अथवा अभिनेत्री का अपनी माँ की मृत्यु 

पर आंसू बहाने के साथ साथ गौत गाना । स्त्रियो को ऐसे वस्त्र पहने हुए दिलाया 
जाता है कि जो पहले कभी नहीं देखे गये यद्यपि चित्र के पश्चात् उनका काफी चलन 
हो सकता है। एक पढे ठिखे स्नान्त व्यक्ति को सडकों पर नाचता और ग्राता 

हुआ दिखाया जाता है । इन सभी दक्षाओ में आछोचनात्मक दृष्टिकोणवाले ब्यवितियों 

का थह विचार होता है कि यह सब बनावटी और अस्वाभाविक है ) जब कोई यह बहता 

है कि कोई आचरण मा घटना अस्वाभावदिंक है त्तव इसके अर्थ यही होते है कि साधारण- 

तया कोई भनृष्य इस तरह की घटवाओ की अयवा आचरण की आशा नहीं करता | 

यदि चित्र में ये दिखाने जाते है तो आपके मन में वरावर यही विचार आगेगा कि 
वास्तविक जीवन में ऐसा कभी नही हो सकता । यहाँ तक कि यदि निर्माता चित्र के 

आरम्भ में यह घोषणा भी कर दे कि चिंत्र के पात्र और घटनाएँ वास्तविक जीवन से 

ही ली गयी हैँ तब भी आपको विश्वास नही होगा । 
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आखिर ऐसा क्यो ? क्या यह असभव है कि कोई लडकी अपनी माँ के मरने 

पर एक दु ख भरा गीत गाये ? मुझे तो यह असभव नही माठूम पडता यद्यपि कसी 

भी लडकी से इस प्रदयर के आचरण की कोई भी आशा नही रखता । दूसरे इस प्रकार 

के आचरण की सभावना भी वहुत कम है । यदि आप इसे प्रायिकता की भाषा मे व्यक्त 
करना चाहें तो कह सकते हैँ कि इस घटना की प्रायिकता बहुत कम है। यद्यपि इस 
प्रायिकता का ठीक-ठीक मान अथवा अनुमान किसी को भी नही मालूम होता । केकित 

यदि हम यह कहें कि प्रायिकता दस सहख्र मे एक से कम है तो कदाचित् भूल नही होगी । 

जब हमें कोई कभी ऐसी घटना का वर्धन सुनाता है जिसकी प्रायिवता बहुत कम हो तो' 
उस पर हमें सहण ही पिश्वास नही हो जाता । 

मान लीजिए कि कोई व्यक्ति एक ऊँचे मकान की छत से सडक पर कूद पडता 
है। साधारणतया हम यह अपेक्षा करते है कि यदि वह ब्यनित मरने से बच भी गया 

तो बुरी तरह आहत तो अवश्य ही होगा । यदि किसी चित्र में यह दिखाया जाय कि 
एक लडका इस प्रकार कदता है और आहिस्ता से सडक पर जाकर भीड में मिछ जाता 

है जहाँ कोई इस बात पर ध्यान भी नहीं देता तो कदाघित दर्शकों का इस बृद्य से 
भनोविनोद तो अवश्य होगा, परन्तु कोई भी गरभीरतापूर्वक ऐसी घटना के वास्तविक 
जीवन में घटने की कल्पना नही कर सकेगा। 

अब यही घटना यदि सिनेमा में नही दिखाई जाती बल्कि एक ऐसे व्यवित द्वारा 
आपको सुनाई जाती जिसकी ईमानदारी में आपको पूरा भरोसा है और यदि बह यह 
बहता कि उसने यह घटना स्वय देखी है तो आप पर इसका क्या प्रभाव पडता ? 
शायद शुरू में आप सोचते कि उस व्यक्ति को कुछ घोखा हुआ हो, परन्तु यदि वह बहुत 

चलपूर्वक अपने कथन का समर्थन करे और उसके मस्तिष्क के सतुलन और वैज्ञानिक 
प्रेश्षण की आदत से आप परिचित हो तो आपको उसकी बाव का विश्वास करना होगा । 
आपको आइचर्य तो अवश्य होगा परन्तु आप यही सोचेंग्रे कि एक बहुत ही विचित्र 
घटना घटी । 

या कारण है कि एक ही घटना के विलकुछ एक हो प्रकार के शब्दो के दो भिन्न 
व्यक्तियों द्वारा दिये गये वर्णनो की इतनी विभिन्न प्रतिक्रिया होती है ? पहले व्यक्सि 
कै बारे में आप जानते है कि उसे विचित्र बातें गढ कर सुनाने का झौक है या झूठ बोलते 
रभ से कोई हिचकिचाहट नही होती । इस दद्या में यदि वह किसी अनहोनी घटना का 

गन करता है तब आप यही समझते है कि यह गप्प जगा रहा है। दूसरे प्यक्ति के 

बारे में आप यह जानते हैं कि वह अपने जीवन में आज तब झूठ बोला ही नही । ऐसी 
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दश्चा में आपको यह सभव न मालूम होगा कि आज वह बिना कारण आपसे झूठ वोछ 

रहा है । अब दो घटनाएँ है और दोना ही की प्रायिकताएँ बहुत कम है । एक तो यह 

घटना है कि एक छड़का घर की तीसरी मजिल से भरी हुई सडक पर बिना किसी 
दुर्घटना के और बिना किसी का ध्यान आकपित किये कूद जाता है और दूसरी घटना 

यह है कि एक मतृष्य जिसने आज तक झूठ नही बोला आज बिना कारण झूठ बोल रहा 

है। यदि इन दो घटनाओ की प्रायिक्ता की तुलुबा करने पर--यद्यपि हमारे प्रास 
इन प्रायिकृताओं का सद्दी मान प्राप्त करने का कोई तरीका नही है परन्तु केवल अब 

चेतन मन में ही यह तुलना सभव है--आप यह तय करते है कि उस मनुष्य को झूठ 

बोलने को सभावना इस अनहोनी घटना से भी कम है सब आपको उस मनुष्य का 
विश्वास हो जाये गा, और आप यही सोचेंगे कि कैसी विचित्र घटनाएँ घट सकती है ! 

इस सारे विवाद का तात्पर्य यह है कि ऐसी घटनाओ में किसी को सहज ही विश्वास 

नही होता जिनकी प्रायिकता वहुत कम होती है । यदि किसी कयन से कुछ ऐसा निष्कर्ष 
विकलता हो जिम्तके होते की सभावना बहुत कम हो तो पहिले तो हम यह तय करते 
है कि निष्कर्य सत्य नही हो सकता, क्योकि इसकी प्रायिकता बहुत कम है। इस निष्कर्ष 
को असत्य मानने का स्दाभाविक परिणाम होता है कि हम उस कथन को भी अस्त्य 
मान छेते हैं जिससे इस विचित्र और अविश्वसनीय निष्कर्ष का जन्म हुआ था । 

$ ५६ यद्ी वह मनोवैज्ञानिक पृष्ठभूमि है जिस पर परिकल्पना की जाँच का 
साह्यिकीय सिद्धान्त ( $छग्राट्य प20०/ ० ०४गट्ट रण #फए०्पीव्मे 

बाधारित है। इस प्रकार के मनोबेैज्ञानिक आचरण को जो एक साधारण मनुष्य के लिए 

स्वाभाविक है और जिसके लिए वह किसी प्रकार के सोचने-विचारने की आवश्यकता 

नही समझता, सास्यिकी के विद्वानों ने तर्क द्वारा युवित-सगत ठहराया है । मान 

लोजिए कि उन सब घटनाओ को जिनकी प्रायिकता एक प्रतिशत या उससे कम हो हम 

असभव समझ लें और ऐसी घटनाओ से सवधित कथन को झू । या गलत समझें तो हमारे 
इस निष्कर्थ के गलत होनें की प्राथिकता भी एक प्रतिशत से कम ही होगी । यदि 
कथन वास्तव में झूठा है वो हमारा निष्कर्ष सत्य ही है। और यदि कथन सत्य है तो 

रूम उस निष्कर्प को उस समय ही मूठा मार्नेगे जब वह असमव मालूम होनेवाली धटना 

“सचमुच घटित हो जाय । क्योकि हम जानते है कि उस घटना की प्रायिकता एक 
5 से कम है, इसलिए इस प्रकार उपर्युक्त सिद्धान्त के अनुसार कथनो को झूठा 

ऐ की प्रायिकता भी एक प्रतिद्यद से कम ही होगी ! विद्यानी के इस दृष्टिकोण 
का हम अगले अब्यायो मे करेंगे जिसमें कुछ विस्तार से इस प्रकार की दुवित 
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और दर्शन पर विचार होगा | यहाँ तो हम केवल साख्यिकोय पद्धति से जाँच के कुछ 

उदाहरण देंगे ओर ऐसे प्रायिकता वटनो का परिचय करायेंगे जो बहुत महत्त्वपूर्ण 
और उपयोगी हैँ । 

९५७ मान लीजिए कि एक रोग है जिससे पीडित अधिकतर रोगी मृत्यु का 

शिकार हो जाते हूँ । वैज्ञानिक अवश्य ही ऐसे रोग के इछाज़ के लिए औपध की खोज 

में सछग्न होगे । उतको यह पता है कि-- 

(१) इस रोग से पीडित सभी व्यक्ति नही मर जाते । कुछ ढीक भी हो जाते है। 

(२) किसी भी औषध से सब रोगी ठीक नही हो जाते । 

(३) यद्यपि किसी विशेष औपध से वह विश्ञेप रोग ठीक हो जाये जिसके लिए 

वह औपध दी गयी थी तथापि यह सभव है कि रोगी को अन्य कोई रोग भी हो और 

ओऔषपध का ठीक प्रभाव होते हुए भी वह मर जाये । 
इस दशा में यदि उस औपध के उपयोग से मृतको के अनुपात में कमी हो सके और 

वह पुराने उच्च रतर से गीचे उतर आये तो यह सचमुच ही प्रगति का सूचक है । नवीन 

औपध का उपयोग वास्तव में ठीक दिज्ञा में प्रभाव डाल रहा है अथवा नही यह निर्णय 
करने के लिए यह जानने की आवश्यकता है कि जिस समय कोई औषध नही दी जाती 

थी उस समय रोगियो में मरनेवालो का अनुपात क्या था तथा इस औपध के देने से 
इस अनुपात में बया अन्तर पडा । 

फर्पना कीजिए कि सैकडो डाक्टरो के अनुभव के आधार पर, जिन्होने इस रोग 
से पीडित हजारो व्यक्तियों को देखा है, हमे यह ज्ञात है कि इस प्रकार के रोगियो में 
मृतक-अनुपात २०% है । अब जिस नयी ओऔपध से इस रोग के इलाज में प्रगति वी 
आज्ञा की जाती है उसका प्रयोग हम अनियमित अथवा यादृच्छिक रूप से चुने हुए 

सौ रोगियों पर करते हैं। यदि हमाश प्रतिदर्श (६००७० ) कुल रोगियों का 
सच्चा प्रतिनिधि है--उदाहरण के लिए रोगियों की उम्र और उनके रोग की दशा 

कुल रोगियों के समूह में और इस प्रतिदर्श मे समान अनुपात में है--और यदि इस नयी 
जौपध से कुछ लाभ नही होता तो इन सौ रोगियो में से २० की मृत्यु की आशका है। 
था तो २० की ही मृत्यु होगी या सयोग से कुछ कम या अधिक व्यक्ति भी मर सकते 
हूं। यदि यह साने छिया जाये कि औपध का प्रभाव टोग पर कुछ भी नहीं होता तो 
रोगियों में से केवल दस्त मरने की प्रायिकता कितनी है? 

यदि यह प्रायिकया इतनी काफी है कि सयोग से ऐसी घटना होने पर हमे कुछ 
भी आश्चर्य नही होगा तो हम यही कह सकते हैं कि कदाचित् इस औपघ का कुछ गुण- 
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कार प्रभाव इस रोग पर पडता हो, परन्तु इस प्रयोग से जो एक सौ रोगियो पर किया 

ग्रया यह दावा सिद्ध नही होता | इसके बारे में अधिक निश्चित होने के लिए हमें प्रतिदर्श 

को और भी बडा करने की आवश्यकता है। इस प्रकार की मनोवैज्ञानिक प्रतिक्रिया 

की हम आशा रखते है क्योकि यह कथन कि इस औपध से कुछ लाभ नही होता उसी 

समय झूठा माना जायगा जब कि प्रेक्षित मृत्यु-सख्या की प्रायिकता ऊपर लिखी हुई परि- 
कल्पना के आधार पर बहुत ही कम निकले । यदि यह प्रायिकता काफी वंडी ह्वी तो 

कोई कारण नही है कि इस परिकल्पना को झूठा माना जाये । फिर भी यदि प्रेक्षित 

मृत्यु-सख्या उस सख्या से कम है जिसकी आशद्वका थी तो हो सकता है कि वास्तव में 

ओऔपध गुणकारी हो । परन्तु निश्चयपूर्वक जानने के लिए और अधिक प्रेक्षणों की 

आवश्यकता है । 

इसके पूर्व कि हम यह कह सके कि क्या सख्या प्राय सभव है और वया नहीं, हमें 
यह ज्ञात होना चाहिए कि प्रायिकता की गणना कैसे की जाये। भिन्न-भिन्न मुत्यु- 

सख्याओं की प्रायिकता हमें मालूस होनी चाहिए । यदि चिकित्सा से कुछ लाभ नही 
होता तो रोगियो में मृत्यु को प्राप्त होने वालो का अनुपात २०%, होता चाहिए । भिन्न- 
भिन्न सख्या के प्रतिदर्शों में इस अनुपात में कहाँ तक अतर पड सकता है ? 

यदि हम केवल एक रोगी पर प्रयोग करके देखते है तो दो घटनाझो की सभावना 
है, था तो वह ठीक हो जायेगा या उसकी मृत्यु हो जायेगी । पहली दशा में प्रतिदरो 
में मृतकों का अनुपात शून्य प्रतिशत है जब कि दूसरी दशा में मह अनुपात इत्त प्रतिशत 

होगा। पहली दशा में यह अनुभव से प्राप्त औसत अनुपात से (जों २०% है) वहुत 
कम होगा । परन्तु यह इस वात का कोई प्रमाण नही है कि औषध चास्तव में गुणकारी 

है । बिना इस औपध के भी ८०%, लोग ठीक हो ही जाते थे और यदि यह विद्दोप 
रौगो दौक हो जाता है तो इसमें आइचये कौ कोई बात नहीं। इसी प्रकार रोगी के 

मरने पर यह कहना भी ठीक नही कि इस ओपघ से कुछ मी ऊाभ नही होता या इससे 

हानि ही होती है। इस प्रकार यह मालूम होता है कि केवछ एक रोगी पर प्रयोग करके 
हम किसी निश्चित मत पर नहीं पहुँच सकते । इसवे' लिए हमें अधिक रोगियो पर 

परीक्षण करना आवश्यक है । 
अब यदि दो रोग्रियो पर अम्रोग किया जाये तो निम्न तीन घटनाओं की 

सभावना है-- 

(१) दीनो रोगी भर जाये। 

(२) एक रोगी मर जाये और एक ठीक हो जाये | 
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(३) दोनो रोगी ठीक हो जायें । 

यदि औपध का कुछ प्रभाव न हो तो एक रोगी के मरने की प्रायिकता 2? (४) 

अपने है और उसके ठोक हो जाने की प्रायिकता 7 (8)--4 665 है। इसी 

प्रकार दूसरे रोगी के मरने की प्रायिकठा भी # है । यह युक्तिसगत माना जा सकेता 

है कि एक रोगी की मृत्यु का दूसरे रोगी के ठीक होने से या उसकी मृत्यु होने से कुछ भी 

सवध नही है । अर्थात् ये दोनो घटनाएँ स्वतत्र है । इस कारण दोनो रोगियों के मरने 

की प्रायिकता 
9(478)-7(4)7(9) 

तने 
है] 

भदि रोगियों को 'क' और 'ख' से सूचित किया जाये तो इस घटना की प्रायिकता 

कि 'क' मर जाये और ख' ठीक हो जाये है २६5 है. । इसी प्रकार 'क' के ठीक 
हो जाने और 'ल' के मरने की प्रायिकता # १८-5४ है। इस दूसरी घटना-- 
कि एक रोगी मर जाये और एक ठीक हो जाये--क्री प्रायिकता ऊपर लिखी दोनो 

अपवर्जी घटनाओ ( €ऋटॉएश्नए८ ८एथ्य(४६ ) की प्रायिकताओं के योग से प्राप्त 
होगी | अर्थात् इस घटना की प्रायबिकता >ढछे है। 

दोनो रोगियों के ठीक हो जाने की प्रायिकता ६०८$--२६ है। हम इन 

प्राथिकताओ को एक सारिणी के रूप में निम्न तरीके से रख सकते है । 
सारणी संख्या 5. 

बता ज््क 5] कि] गत गण 
पा है हि हि 3 के 

दोनों रोगियों की मृत्यु बस हे, 700 

एक की मृत्यु और एक का के 
आरोग्य छाभ उ्ड 5223 

दोनों का आरोग्य-लाभ डे 09 है 3 2 लकी ८ 2 3:3..242:042 अप 206 3 (न शक 8 मन कक / अल ज2 टिक नल -म 
इन तीनों घटनाओ में से केवल एक की ऐसी है निसम अआमिक्ता इतनी कम है 

कि हणे इस परिकरपना मे सदेह हो जाता है कि औपध का कुछ भो प्रभाव नही पडता । 

यह बह घटना है जब दोनो रोगियो की मृत्यु हो जाती है । परल्तु यदि ऐसी दुर्घटना 
हो जाये तो यह विश्वास हो सकता है कि औपध हानि-कारक है ॥ दोनो रोगियों का 

3 



द्ट साहियकी के सिद्धान्त और उपयोग 

ठीक हो जाना ही एक ऐसी घटना है जिसमें प्रतिदर्श में मृतक अनुपात अपेक्षित अनुपात 
से २०% कम है तथा जो इस बात का द्योतक हो सकती है कि औपघ छामदायक है| 

परन्तु यदि औपध का कुछ भी प्रभाव न पडे तब भी इस घटना की प्रायिकता 3$5-54% 
इतनी अधिक है कि इससे कुछ भी निष्कप निकालना असभव है । 

यह स्पष्द है कि प्रतिदर्श में दोगियों की सख्या चाहे जितनी हो यदि सभी रोगी 

आरोग्य छाभ कर ले तो मृतक-अनुपात प्रतिदक्ष में घून्य प्रतिशत होगा। ओऔपध का 
कुछ भी प्रभाव नही होता इस परिकल्पना के आघार पर परिकल्ित इस घटना की 

प्रायिकता यदि इतनी अधिक है कि औपध के गुणकारी प्रभाव का विश्वास दिलाने में 

यह असमथ है तो कोई भी अत्य घटना जिसम कुछ व्यक्ति मर जाते हैं और कुछ 

व्यक्तियों को लाभ हो जाता है यह विश्वास दिला ही नहीं सकती कि औपध से इस रोग 

में खञाभ होता है। इसलिए इतने छोटे प्रतिदश का प्रयाग करता बेकार हैं । 

आइए, पहले हम यह मालूम करें कि प्रतिदश में रोगियों की सख्या कम से कम 
कितनी होनी चाहिए कि उससे औपध के गुणकारी प्रभाव का विश्वास दिलाने की 
सभावना तो रहे ! इसमे हमें ऐसी सख्या का पता छूगाना है कि सब रोगियो के आरोग्य 

लाभ की भ्रायिकता बहुत कम हो । इतनी कम कि लोगो को विश्वास न हो कि विना 

औदषध-श्रभाव के ऐसी घटना घट सकती है। नीचे सारणी में कुछ प्रतिदश सख्याएँ 

और तत्सबंधी सभी रोग्रियो के आरोग्य लाम की प्रायिकताएँ दी गयी है 4 

सारणी सख्या 52 

धन सभी रोगियो के आरोग्य दाभ की प्रायिकता 

(7) (2) 

4४ _ 64 
अन्न न्दा म>->------5८० 572 

( 5 ) 25 के 

जा । ्् 256 50 4096 
्' ( 5 ) 625 0222! 

4 _ 7028 _०७ गम 
० हैं।' मद: डे 68 

५ ( 5 ) 33255 हे 
पु 0 

१९५ --]) बचत ब्+0 7074 (5) 
257 4 ५४५ 
ही जञ00 5, प्ज् 50 0900,000 000,200 

.___ ७ _(/[__[२औ॒ट[ट+++5 
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प्रतिदर्श सह्या दस तक समी रोगियों के आरोग्य-छाभ की प्रायिकता बिना जौपध 

के प्रभाव के भी इतनी है कि यह् औयध के छाभकारी होने में विश्वास दिलाने के लिए 

ययेप्ठ नही है । शायद हमें उस समय त्तक विश्वास नही हो सकेगा जब तक इस घटना 

की प्रायिकता ५९%, से कम न हो । प्रतिदर्श सख्या सौ में इस घटना की प्रायिकता इतनी 

कम है--अर्यात् एक अरब में दो--कि यदि वास्तव में यह घटना घटित हो जाय तो 
हमें पूरा भरोसा हो जायगा कि यह औपब रोग की चिकित्सा में चमत्कारी है । 

आपको याद होगा कि हमने उदाहरण सौ रोगियो के प्रतिद्ष से आरभ किया था 

जिसमें दस रोगियों को मृत्यु हुई थी । प्रश्त यह है कि यदि औपध का कुछ भी प्रभाव 

नही होता तो ऐवी घटना कहाँ तक सभव थी । हम दस अथवा दस से कम मृत्यु की 

प्रायिक्रता का परिकलन औयपब के प्रभावहीन होने की परिकल्पना पर करना चाहेंगे । 

इसका कलन भी उतना ही सरल है जितना कि छोटे प्रतिदर्शों में हमने पाया था । 

इनके फछो को सारणी के रूप में नीचे दिया है । यदि प्रयोग के इस फल से हम यह 

तय करते है कि परिकल्पना झूठी है तो यह तय है कि यदि मृत्युसख्या इससे भी कम होती 

तो भी हम--शायद और भी विश्वास के साय--परिकल्पना को झूठा समझते । हम 

यह जानना चाहेंगे कि यदि परिकल्पना सत्य होती तो इस प्रकार की त्रुटि की---उसको 
झूठ भानने को--ज्या प्रासिकता है । इराके छिए हमें सारणी सख्या 53 में दी हुई 
प्रामिकशाओ का योग करना होगा। यह योग ०००57 है। इसके साथ ही हम 

सारणी सख्या 53 

की प्रायिकता. जवुपात घटना | घटना की प्रायिकता ।* प्रतिशत 

क 2 3 

ः रोमियो को आरोग्य-लाम | ६-5 आ ० 

99 को आराग्य-हाभ व १ की मृत्यु | ($)" (हु) 2९70० प्र 

98 को आरोग्य लाभ व २ की मृत्यु | (६) (2) ३८ (१) 2 

97 को आरोग्य-छाम व ३ की मृत्यु | ($)" (2)१ .« (४) | 

96 को आरोग्य-छाम व ४ की मृत्यु | (६)" (३) (५) 3 तय 
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हि >अनुपात 
घदना घटना की प्रायिक्षता 2 मतिशत 

ग __3 
ज 3०00. 

95 को आरोग्य-छाभ व 5 की मृत्यु ( ) ( ) 5 
पे 6 0. 

94 को आदशोग्य काम व 6 की मृत्यु () (३ ) 6 

93 को भारोग्य-लाभ व 7 की मृत्यु (&. 
जप 

9 7 

92 को भारोग्य-छाभ व 8 की मृत्यु ५) ) 

9 को आरोप्पन्दाम व9 की मल | ($) ($) (५) । 9 

2० ले अवण्णजब ० गजब 6) 6) 0०)] ७ 

श् 

७ ७छ ०; 3 «| »० ०८| ० ०| 

हैं कह सकते है कि यदि हम सौ-सौ रोगिया के दस सहस्त प्रतिदर्शो का अवलोकन करें 
तो केवल 57 में ही दस अथवा उससे कम मृत्यु सख्या होगी । इस प्रकार के प्रयोग- 
फल से यह धारणा बनती है कि यह औषध लाभदायक है। 

सारणी 53 में दी हुई ग्यारह घटनाओं की प्रायिक्ताआ की गणना हमने किसे 

प्रकार कौ ? पहली घटना में तो यह गणना बहुत ही सरल है। सौ घटनाएँ है जिनमें 

से हर एक की प्राग्रिकता (६) है भौर वे एक दूसरे से स्वतत्र हैँ । इसलिए इत सब 

घटनाओं के होते को प्रायिकता उनको भिन्न भिन्न प्रायिकताओं का गुणन अर्वात् 
(६77 हैं । 

दूसरी घढनता के लिए मान लोजिए कि एक विश्येप रोगी 44, तो मर जाता है और 

अन्य सव रोगो आरोग्य-ल्वम करते हूँ । इस घटना को प्रायिकता (६)”)< (3) 

है । अब हम यदि इसी प्रकार को एक अन्य घटना की प्रायिकता का कलन करे जिसमें 

एक अन्य रोगी 4५ तो मर जाता है और अन्य रोगियो को आरोग्य लाभ होता है तो 

बह भी (६) (2) होगी । कौत सा विज्ञेप रोगी मरद्वा है इस पर निभर 

कुल एक सौ घटनाएँ है जिनकी प्रायिकताएँ (है) (३) है । इसलिए इनमें से 
किमी घटना के होने की--सौ में से कसी एक रोगी के मसले की--प्रायिकता 

(६)? ८ (2270० है। 
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इसी प्रकार सान छीजिए कि दो विशेष रोगी /, और 4, तो मर जाते है तथा 

अन्य सव ठीक हो जाते हूँ । इस घटना की प्रायिकता (६) >८(३)१ है । हम 

यह भी जानते है कि सौ रोगियो में से दो रोग्रियो के (१9०) कुलक (४८/5) बनाये 

जा सकते हूँ । इनमें से यदि किसी विज्येप कुछक के रोगी मर जाये तथा अन्य सबको 
आरोग्यन्लाभ हो तो इसकी प्रायिकता, जैसे हम ऊपर देख चुके है, (६) 2८ (३) 

है। इसलिए कुल प्रायिकता कि कोई भी दो रोगी मर जाये और अन्य आरोग्य- 

लाभ करे ($)” » (5)* » (१६०) है। इसी प्रकार के तक से अन्य सव प्रायिक्ताओं 

का कलन किया जा सकता है । 



अध्याय ६ 

हिपद वंडन ( क्र०मंछ 05000: ) 

६ ६१ द्विपद बटन 

पिछले अध्याय के अन्त में दी हुई प्रायिकताओं के गणन का एक व्यापक सूत्र 
है जिसको चतुर पाठक कदाचित् अद तक मालूम भी कर चुका होगा । मान 
लीजिए कि एक यादृच्छिक प्रयोग (0007 €डण्पणटया) के दो ही फल हो 
सकते हूँ 4 और 4” जिनमें .4 की प्राथिकता 2 है और 4 की प्रायिक्ता उ-क्हू 
है । यदि इस यादृच्छिक प्रयोग को 7५ वार दोहराया जाये तो इस घटना की प्रायिक्ता 

कि # वार 4 औ ?ए--# वार 4 घढ़ित हो (2)? 0) है। प्रयोग को 

और बार दुहराने से जितनी बार 4 घटिन हो वह सख्या एक यादृच्छिक चर है। इस' 

चर का भान # होने की प्रायिकता (९) ४ है। यही हमारे 
यादृच्छिक चर का बटन है। 

यह वेटन हिपद वढल के नाम से विरयात है। इसका कारण यह है कि 4 के 

घटने की भिन्न भिन्न सख्यात्ं की प्रायिकताएँ (2 -- १) कोई के द्विपद विस्तार से 

प्राप्त होती है। (+- को का द्विपद विस्तार निम्नलिखित है-- 

(+क न +(३) 4 #+() # #+  + (0४% 

॥० "० कक "हर 2 ओके 
इस बहुत ही महत्त्वपूर्ण और साधारण द्विपद वटन के कुछ और उदाहरणों पर अब 

हम विचार करेंगे। 
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६ ६-२ द्विपद बंदन के उपयोग के कुछ उदाहरण 

(१) प्राय राभी पाठक इस कहावत से परिचित होगे कि “भूछ करना मनुष्य 

का स्वभाव है ।” कुशल से कुशल व्यक्ति भी कही न कही त्रुटि कर ही बेठते है । 

वे इसी अर्थ में कुलल माने जाते हैँ कि नौसिखियो की अपेक्षा उनकी त्रुटियो की 
वारबारता बहुत कम होती है। एक ठाइपिस्ट का विचार कीजिए--चाहे उसे 

टकन ( +५७० ) करते हुए दस वर्ष वीत गये हो, पर यह् असभव है कि टकन करने 
में उसकी कभी त्रुटि नही होती । विज्येप रूप से विचार करने के लिए मान लीजिए 

कि किसी एक पृष्ठ पर कम से कम्त जुटि होते की प्रायिकता पच्चीस प्रतिशत है---अर्थात् 

ग्रदि हम टकन किये हुए अनेक पृष्ठो की परीक्षा करें तो उनमे लगभग एक चौथाई 
में एक या अधिक त्रुटियाँ होगी । अब यदि यह दशा एक अनुभव-गील टाइपिस्ट 
की है तो नये व्यक्ति से इससे कम जुटियाँ करने की आश्या करना ब्यथ्थें है। यदि यह 

अनुभवश्ञील ठाइपिस्ट नौकरी छोड कर जा रहा हो और मैनेजर को नये आदमी 
की नियुक्ति करनी हो तो वह यह जानना चाहेगा कि प्रार्थी की योग्यता छूगभग उस 

व्यवित के बराबर है या नही जो नौकरी छोड रहा है । यदि वह अधिक योग्य हो या 

लूगभग बराबर योग्यता रखता हो तो नौकरी देने में कुछ आपत्ति नही होनी चाहिए । 

परन्तु यदि उसकी योग्यता बहुत कम है तो अधिक त्रुटियाँ होने के कारण काम का 

समय अधिक नष्ठ होगा । यह जानने के लिए कि प्रार्थी की योग्यता कितनी है- 

एक ही तरीका है--वह यह कि उससे टकन करवा कर परीक्षा छी जाये । मान लीजिए 
कि परीक्षा के लिए ठाइपिस्ट को चालीस पृष्ठ टकन के लिए दिये जाते हैँ। परि> 

कल्पना यह है कि प्रार्थी औसतन उस व्यक्ति से अधिक न्रुदि नही करता जो नौकरी 
छोडकर जा रहा है । इस आधार पर हमें प्रयोग मे प्रेक्षित च्रुटियो की सख्या के बराबर 

और उनसे अधिक त्रुटियों की प्रायिकता की गणना करना है। 

यदि इस प्रयोग में दस से कम पुष्ठो में ही त्रुटि पायी जाती हूँ तो स्पष्डत टकन 

उस औसत मान से अवेक्षाकृत अधिक अच्छा है जिसकी हम आश्या करते थे । तब तो 

हमें प्राथिकता का कलन करने की कोई आवद्यकता नही है । यह आवश्यकता उसी 

समय पडेगी जब परिणाम जौसत से खराब हो । आइये, हम देखें कि एक ऐसे प्रार्थी 

के बारे में मैनेजर का क्या निर्णय होता चाहिए जो इस प्रयोग में 73 पृष्ठो को जूदियो के 

कारण बिगाड देता है। 

यदि आप मंनेजर हैँ तो आप यह तो देखेंगे ही कि परिणाम आद्या से खराब है, 
परन्तु आप यह भी जानते हूँ कि ऐसा बेवछ सयोग से होना भी सभव है, यदि २५९७ 
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पर भ्रुटिया की परिकल्पना पर आधारित प्रायिकता तेरह पृष्ठो पर भूछो के लिए काफी 
है तो स्यायशील होने के नावे आप प्रार्थी को असफल घोषित करना ठीक नही समझेंगे । 

शायद आप उसकी परीक्षा को और बढा दें तया उसे कुछ अधिक पृष्ठ टाइप करने को 

दें जिससे आप अधिक नि सकोच होकर निर्णय कर सके ॥ 
आइये, भव चालीस पृष्ठो में से तेरह अथवा सेरह से अधिक पर त्रुटियाँ होने की 

ब्रायिकता की गणना की जाये । इसमें हम्रे अद्ठाइस भिन्र भिन्न धायिकताओ की गणना 
करके उनका योग करना होगा । परन्तु हम इसी को एक दूसरे ढग से भी हल कर सकते 

है जिसमें मेहनत कम हो । 

ए (चालीस में से तेरह अयबा उसद्धे भी अधिक पृष्ठों पर च्रुटियाँ होना) 

बया--? (चालीस में से बारह अथवा उससे भी कम पृष्ठो पर नुटियाँ होना) 

अब बारह अथवा उससे भी कम पृष्ठो पर नुटियाँ होने की प्रायिकता का कहने 

करने के लिए केवल तेरह आरभिक घट॑नाआ को प्रायिकताओं का कलन करने और 

उनका योग करने की आवश्यकता है। यह गणना अगले पृष्ठ की सारणी में दी हुईं है । 
इसलिए बारह अथवा इससे कम त्रुटिया के होने की कुल प्रायिक्ता 

०2१ ((“)+३(“/)+/(८)+ . .+०* 
ब््+ 0 8208658 

» तेरह अथवा तेरह से अधिक ब्रुढियों की प्रायिकता 
नत 7--0 8208658 

ब्न्य 07797342 

इस प्रकार हम देखते है कि “किसी पृष्ठ पर जुदि होने की प्रासिवता पच्चीस 

प्रतिन्मत अर्थात ० 25 है ऐसी परिकल्पना के आधार पर प्रयोग के फल की प्रायिकता 

इततीः कम नही है कि हम परिकल्पना को त्यागने के लिए बाध्य हो जायें और हमारा 

यह विश्वास हो जाये कि प्रार्थी के लिए किसी पूप्ठ पर त्रुटि होने की प्रायिकता अवद्य 

पच्चीस प्रति्षत से अधिक होगी । इस दश्चा में मेनजर उसे वियुकत करना अनुबित 

नहीं समझेंगा। 

(२) द्विपद वंटन का उपयोग केवल औपधिया के गुण की परीक्षा अथवा नौकरी 

के लिए उपयुक्त व्यक्तियों के चुनाव तक ही सीमित तही है। शायद इसका सबसे अधिक 

उपयोग व्यापार में माल के स्वीकार अबवा अस्वीकार करने में होता है । पुस्तक के 

आरम्भ में ही हम यह देख चुके है कि साधारणतया मनुष्य अतिदश्ञे के झाधार पर ही 
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सारणी सख्या 64 

_ । प्रायिकता 

3 लत कक लत () 
40 

किसी पृष्ठ पर त्रुटि नही है ( ध्य 
द्ब्० 

केवल एक पृष्ठ पर चुटि है 

केवल दो पृष्ो पर त्रुटि है 

केबल सीन पृष्ठा पर बुटि है 

#| 6, 
केबल चार पृष्छा पर त्रुटि है 

। 

“9 “5४६ ८४६ 

मै] 

न [ट  ट [टण 

केबल पाच पृष्ठो पर जुटि है 
““%. का सा 

७. है 

&, 

5. (| .ह0.2 

केबल छ पृष्ठो पर नुटि है 

केवल सात पृष्ठो पर त्रुटि है 

3“ | 

_। 
कैवल आठ पृष्ठो पर चुटि है 

केवल नौ पृष्ो पृष्ठो पर चुदि है ( 

पिप् अब दस पृष्ठो पर चुटि है 

(आहत अमर 

कट हक 
केवल ग्यारह पृष्ठो पर चुटि है 

केवल बारह पृष्ठा पर त्रुटि है (.)(३) (३) 
क्रय विक्रय करते हूँ । लेकिन यह बहुत कुछ अनुमान पर आधारित होता है। एक 

बडा व्यापारी जो कारखानो से बडे पैमाव पर माल खरीदता है इस अनुमान को वैज्ञा 
निक रीति से छगाना चाहेगा कि जिससे उसे अधिक से अधिक लाभ हो । एक बार में 

उसे जो माछ मिलता है उरो ढेरी ( !०४ ) कहते है । यद्यपि कारखाना में ये वस्तुरँ 
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मशौवों से बनती है, तथापि एक ही ढे री की भित-मिन्न वस्तुओं में भी अतर पाया जाता 

है। कारखाने की भिन्न-भिन्न मशीनों में अतर, मश्चीनों के समजन (0 ४४४०४४०८) 
से पडने वाछा अन्तर, कच्चे माल में अन्तर आदि कुछ ऐसे कारण हैं जिनसे अत में 

कारखाने से निकलछी वस्तुओं में अन्तर पड जाता है। कलों के उपयोग करनेवाले 

मजदूरों की चतुरता पर भी यह बहुत कुछ निर्भर करता है । 

यदि यह अतर साधारण-सा हो तो व्यापारी इसकी उपेक्षा कर देगा क्योंकि 

ग्राहक या तो इस अन्तर को पहचान ही वही पायेंगे या उसको कोई विशेष महत्त्व नहीं 

देंगे । परन्तु मह सभव है कि यह अन्तर इतना स्पष्ट हो उठे कि ग्राहक वस्तु खरीदना 

अस्वीकार कट दे । ऐसी वस्तुओ को दोपपूर्ण मानना होगा । कारखाने के लिए दो 

रास्ते ह--एक तो यह कि वह् ढरी में से प्रत्येक वस्तु का निरीक्षण करके उनमें से 
दोषयुक्त वस्तुओं को निकाल दे। इस प्रकार वे मार के शत प्रतिशत अच्छे होने 
की प्रतिथुति ( 80५४07९८) दे सकते हूँ । लेकिन इस तरीके में दो कठिनाइयाँ 

है । पहली तो यह कि हर एक वस्तु के निरीक्षण से भी विलकुल निरचयपूर्वक नही 

कह सकते कि हर वस्तु ठीक ही है ! इस कथन पर पहले तो आपको आश्चर्य होगा । 

परन्तु निरीक्षण तो मनुष्य द्वारा ही होता है और मनुष्य से गलती होता स्वाभाविक ही 

है। यदि एक मनुष्य सैकडो वस्तुओं का निरीक्षण कर चुका है और वह सब दोष रहित 

हूँ त्तो यह स्वाभाविक है कि शेप वस्घुओ का निरीक्षण उतनी बारीकी से नही होगा । 

यह भी सभव है कि वह कई वस्तुओं को बिना ययेष्ट परीक्षण के ही स्वीकार कर ले ! 

दूसरी कठिनाई यह है कि इस निरीक्षण से व्यय बढ जाता है । 

मान छीजिए कि एक ढे री में दस हजार वस्तुएं है जिनकी कुछ कीमत एक राख 

रुपया है और इनमें से एक प्रतिशत दोपयुक्त है । इसका यह अर्थ हुआ कि व्यापारी 

एक हजार रुपये की वस्तुएँ नही बेच पायेगा । और यदि उसने बेच भी दी तो सभवत 

उसे उनको वापिस छेकर दोपरहित वस्तुओ से बदलना पडे | यदि इस हामि से वचने 

के लिए कारखाना या व्यापारी पूर्ण निरीक्षण का प्रयोग करे जिसमें उसको एक हजार 

रुपये से अधिक का खर्चे पड जाये तो इस निरीक्षण का कोई बिश्येप लाभ नहीं है। 

कुल व्यम का हिंसाव कृगाकर व्यापारी ढेरी में कुछ प्रतिशत दोपयुवत्त वस्दुओ को सहन 

करना स्वीकार कर लेगा । 

दूसरा 'रासता उसके लिए प्रतिदर्श पर निर्भर करता हैं। प्रतिदश कितना बडा 
होना चाहिए, यह इस पर निर्मर करता है कि व्यापारी को कितनी प्रतिज्ञत दोपयुवदद 

बस्तुएँ स्वीकार करता सहन है । यदि हम च्रुढि की इस चरम प्रतिशतता को 2! से 
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सूचित करें तो हमारी साख्यिकीय समस्या केवल इस परिकल्पना की जाँच करना है 

किढेरी में 7? प्रतिशत वस्तुएँ या ?? प्रतिशत से कम वस्लुएँ दोपयुकत है । मदि प्रतिशत 

में दोषयुवत वस्तुओं का अनुपात 7? से अधिक 2?” हो और उपयुक्त परिकल्पना के 
आधार पर परिकलित इस घटना को ग्रायिकता बहुत कम हो कि प्रतिदर्श में 7 प्रतिशत 

अयवा उससे अधिक वस्तुएँ दोपयुवत है तो हम यह समझेंगे कि उस परिकल्पना को 

इस प्रयोग के आधार पर जस्वीकृत कर देना चाहिए और यह मानना चाहिए कि वास्तव 

में ढेरी में दोषयुकत वस्तुओ का अनुपात 2? से अधिक है । इस द्ञा में ढेरी को अस्बी- 
कार करना ही यूक्तिसगत है । क्योकि 2? प्रतिद्यत ही वह पराकाप्ठा है जहाँ तक बह 

ढेरी का दूपित होना वहन कर सकता है। 

स्गप्टतया इस उदाहरण में तथा पिछले उदाहरण में, जिसमे प्राथियों के चुनाव 
की समस्या थी, वहुत अधिक समानता है । वास्तव में वेज्ञानिक अनुसघानो और प्रति- 
दिन के जीवन में, ऋय-विक्रय में, योग्य व्यवितयों के गिर्वाचन में, तथा नये-नये साधना 

की कार्य-साधकता की परीक्षा में सेकडा ऐसे उदाहरण हमारे सामने आते है जिनमें 

हम यह जानना चाहते हैं कि कोई विशेष प्रयोगलब्ध अनुपात किसी दी हुई सल्या से 

बडा है अथवा नहीं । इन सब स्थितियों में प्रायिकताआ की गणना द्विपद बटन की 

सहायता से की जाती है। 

६ ६३ द्विपद बटन के कुछ गुण 

पाठको को इस महत्त्वपूर्ण बटन के बारे में अधिक जानकारी करने को उत्सुकता 
अवश्य होगी । इसके कुछ युणो का वर्णन नीचे दिया गया है -- 

(१) यह वटन असतत है। यदि प्रतिदर्श-सरया /५ है तो द्विपद चर केवल 
(2४--व) भिन्न भिन्न मान धारण कर सकता है जो ०, 3, 23,4 +५,  रपहै। 

(२) इस चर का मान # होने की प्रामिकता [ | 2" (7-फ ?४० है। 

# मूल्य व एक के बीच की कोई सख्या है । इस प्रकार 2४ और $ दो ऐसे मान है जिनसे 

विशेष द्विदद वटन निर्दिष्ट हो जाता है। 

(३) इसका वटन-फलन (१0फ्रप्रएणा जिटध०7) याने & अथवा # 

हु ७ हो 
से कम मान धारण करने की पभायिकता छ (0-5 5 ( ) #(7--7?)२० है । 

ब० पड 

(४) परिभाषा के अनुसार इस बटन का साध्य अथवा प्रत्याशित मान 
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# (४) उ८ £& (0) उ+ 0 ( ) को बरी 

ख्र 
दल 8 लपिए 

त्त््ाप शा |) 4 

क्ध (९-7) टी जा तप 
भिड़े दा) (का 2 

| रैक ह+9 च्न् रे (67) 
बप्राकि ३+ कसा 

(5) इसी प्रकार इस वटन का प्रसरण 
न॑ (४) न के [7-झ0ग! 

नन्हे [४-२ क (0) + झ0] 
चने (8 ) -- क (0) 

य्ष 

शक जल 270 (2 3 
पर | 

बसे है ,0गए-)+शे स्का की को 

चत ग(७-): 2 ( ) 207 क्रो 

न रह जे (् ) जय तू ह 
छवुब्न्छ 

च्त्यर (४-2 # (+ के 0 + 7एक (+ 9) 2 
_.. )3# कर 

5 (गन 9 

इसलिए ०४) र२े (४-7) निर्केनरशफ 
सर्औ_--२5 

स्तोफ्त-5) 
च्त्मपव् हु है 
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हम इस वटन के सभी घूर्णों का उपर्युक्त रीति से परिकलन कर सकते है । 

यह रीति अब तक पाठको को स्पष्ट हो गयी होगी । इसलिए और अधिक घूर्णो वी गणना 

करना यहाँ आवद्यक नही है। प्रथम दो घूर्ण माघ्य व विशरण जिनका परिकल्स 

ऊपर किया गया है जधिक महत्त्व रखते हैँ, जेसा कि आगे हमें विदित होगा । इसके 

अतिरिक्त इस वटन के अन्य मुण जैसे माध्यिका (7८097), चतुर्यक (वणशएणा०७) 

बशमक ( 0८0०5 ) या शततमक ( 79८ष्ध्यधौट5 ) भी वटन की सभी 

चघटनाओ के ज्ञात होने के कारण परिकलित क्ये जा सकते हूँ, किन्तु क्योकि यह 

एक असतत बटन है इसलिए परिभाषा के अनुसार यह बहुत सभव है कि कई गुण 

बटन में विद्यमान न हो। मान छीजिए 2४--० और #च>|ै | इस स्थिति में 
# केवल तीन मात धारण करता है ०, 7 और 2 । इनको धारण करने की 

प्रायिकताएँ क्रश $ई , $ और है है। इस वटन में कोई भी ऐसी सख्या नही है. 

जिसके बरावर या उससे कम मान धारण करने की प्रायिक्ता 3 हो । इस प्रकार 

परिभाषा के अनुसार इस वटन में कोई माध्यिका नही है । हम चाहें तो इसको ० और 

व के वीच की कोई सख्या मान सकते हैं क्योकि ० मान धारण करने की प्राथिकता 

$ <३ और ० या। घारण करने की प्रायिकता ई>3 है। 
परन्तु इसी तक से यह माध्यिका ; और 2 के वीच की कोई सख्या भी हो सकती है । 

इस प्रकार किसी यर्थेच्छ नियम द्वारा यद्यपि माध्यिवा की परिभाषा दी जा सकती 

है, परन्तु उसका कोई विशेष महत्त्व नहीं होगा | जिस प्रकार इस द्विपद वटन में 

माध्यिका का अस्तित्व नही है उसी प्रकार इसमे और अन्य कई दविपद बटनो मे दशमक, 

झततमक आदि का अस्तित्व नही होत्ता । इसी कारण ये गुण इतने अधिक महत्त्वपूर्ण 

नहीं समझे गये है तथा इनके परिकलन के लिए व्यर्थ चेप्टा यहाँ नही की ग्रयी है । 

$ ६४ द्विपद-बटन के लिए सारणी 

इस बटन का बहुत ही व्यापक प्रयोग होने के कारण सभव है कि एक ही 7४ 

और $ के मानवाले वठनो का अनेक वैज्ञानिक भिन्न-भिन्न स्थितियों में तथा भिन्न- 

भिन्न देशो में उपयोग करते होगे । इन सबको बार-बार एक ही प्रकार का परिकलन 
यदि केवल ग्रह जानसे के लिए करना पड़े कि प्रश्नोग के फल करे देखते ड्रए प्रिबहपना 

को स्वीबगर करना चाहिए अथवा नही, तब यह मानसिक शब्तियो का अपब्यय होगा । 

क्या यह नही हो सकता कि जिस किसीने एक बार एक विज्येप बटन के लिए परिकलन 

किया हो वह उसको जपनी और दूसरो की बूथा मेहनत बचाने के छिए अभिलेख-बद्ध 
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कर ले और भ्रकाशित करा दे ? इसी विचार से सास्यिका ने इस वदत की सारणी 
तैयार की है जिसमें 

मे 53 (7) धर पु (63) 

के मात 2४ के एक से लेकर पचास तक के, # के शून्य से छेकर 2५४ तक के भौर 7? 

के ००, ००207, 003 ., ,०98, ०99, ०० मानो के ल्ए दे रखे है। दो 
उदाहरण नीच दिये हुए है। 

सारणी सख्या 602 

दो द्विपद-दटनों के सचित प्रायिकता फलन 

परं5-४ /-7१0 50 

ड़ | १3 (0 डे (गे 

7) (2) (0 (े 
"ज-स्््क्फ 69000066$ « 9 654980 

०००००००7 74 | 0 7878379 | 
|__3| ०00000783. 0 0000783 5 208852365 | 

|___००००4553 _ व6[ 0 946239 
|__०00००2०३87 ॥_ प7|_०9783574 _ 

6|_ ०००7३66 78 |__० 9926834 
7|_ ००276.26 79|__09979673 
8| ०५०53शढ 20|___ ०09995447 
7|_ ० ॥77476:5 2 ० 9999277 

_30]__ ०2शशप्शा 22 | ०9999905 _ 

0० 9999992 
24|__7 0000000 
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|| 00000006 07797342 
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ग्र्प 9000023 9 4760959 

| 38. डे जे 0 5604603 

| 79 | 00007749 07०0०677 
कण पिपफपपयीय-ज-- ++२२नब्>+-++ज+त्य 
20 | 00005724 08780450 

5 0007084 0 9037754 

अ्2 0 0०46575 0 9567260 

3 0 564 0० 9839 578 

शव 9 0262449 9 9953०043 

25 | ० ०544372 ०9989843 

श्श१ 

विस्तृत सारणी के लिए देखिए---/“[५फ6 रण पल ९०7८6 82ए4- 
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$ ६५ एक मनोव॑ज्ञानिक रिद्धान्त की जाँच में द्विदद वटन का उपयोग 

हम इस अध्याय को एक मनोवैज्ञानिक प्रयोग के विवरण से समाप्त करेंगे जिसमें 

इस वटन का प्रयोग होता है । 

एक ही वाम करने के वई ढग हो सकते हैं । सभव है कि एक ही मनुप्य को यह 

सब ढग ज्ञात हो । यदि उसके पास मोचने का काफी समय है और मस्तिप्क-भी- स्वस्थ 

है तो वह अवश्य ही इनमें से सबसे सरल पद्धति को अपनायेगा । यह एक मनोवैज्ञानिक 
सिद्धान्त है कि यदि मनुष्य भ्का हुआ हो अयवा उसके पास सोचने का अधिव अववाध 

न हो तो वह कार्य करने की उस पद्धति कौ अपनायेंगा जिसको उसने सबसे अथम सौखा 

था। यह केवल एक साख्यिकीय कथन है । इसका यह दावा नही है कि प्रत्येक मनुष्य 

प्रत्येक बार जब ऐंसी स्थिति होगी तो इस ही प्रकार आचरण करेगा। यह देवर 

यह बताता है कि अधिकतम मनुष्य उसी तरीके को अपनायेंगे जिसे उन्होने पट्दि 

सीखा हो 

समस्या है इस प्रयोग द्वारा सिद्धान्त बी परीक्षा करने वी । काढेज के अठारह 

विद्यार्थियो को ग्रुभा करने के दो तरीके सिखाये गये । इनमें से नौ को पहला तरीका 

प्रथम और शेप तौ को दूसरा तरीका प्रथम सिखाया गया । एक दित छ घटढे के कठिन 

मानसिक परिश्रम के पश्चान् उनको गुणा करने के लिए कुछ प्रस्न दिये गये । सिद्धात 
के अनुसार यह आशा की जाती थी कि थकान के कारण ये विद्यार्थी उस तरीके का 

उपयोग करेंगे जिसको उन्होने पहले सौखा था। प्रत्येक विद्यार्थी को दो श्रेणियों में से 

एक में रपफ़ दिया गया। एक श्रेणी तो उन विद्याथियों की थी जिड्ठाने प्रथम सीखे हुए 

तरीके का उपयोग क्या, दूसरे वे जिन्होने बाद में सीखे हुए तरीके का उपयोग किया। 

घह परिकल्पना जिसकी हम परीक्षा करेंगे यह है कि पहले और बाद में सीखे हुए 
तरीका को इस स्थित्ति में अपनाने की भ्राम्िक्ताएँ वरावर हूँ अर्थात् दोनो श्रायिकताएँ 

ज है ॥ यदि प्रतिदर्श में इन दो श्रेणियों के अनुपात की सख्या बरावट न भी हो तो 
डनमे अआतर इतना ही होना चाहिए कि थहूँ समझा जा सके कि यह केवछ सयोग का 

फल है। प्रेक्षित अतर अयवा उससे भी अधिक अतर की प्रायिक्ता इतनी कम नही 

होनी चाहिए कि हमें अपनी परिक्ट्पना से सदेह होने लगे । यदि यह अतर अधिक है 

और हम परिकल्पना को अस्वीकार करते है तो हम यह भी कह सकते हैँ कि इस सिद्धात 

को पुष्टि होती है कि थकान की दा में प्रथम सीद्धे हुए तरीके के अपनाये जाते को अधिव 
ब्रीयिक्ता है । 



द्विपद बंदन श्श्र३े 

प्रयोग में देखा गया कि केवल दो विद्यावियो को छोडकर बाकी सबने पहले सीखे 

हुए तरीके का उपयोग किया । ये ऑकडे नीचे सारणी में दिये हुए है 

सारणी संख्या 63 

हि जो अपनायी गयी 
बुल 

पहिले सीखी हुई + बाद में सीखी हुई 

(7) (2) (3) (4) 

बारबारता 76 .] 8 

इस प्रेक्षित अतर और इससे अधिक अन्तर की प्रायिकता के कलन नीचे दिये 

हुए हूँ। 
सारणी संख्या 64 

घटना प्रायिकता 

(7) ली £ 3 की 
76 पहली श्रेणी और 2 दूसरी श्रेणी में (, ) (री 

37 पहली श्रेणी और 7 दूसरी श्रेणी में | () ( 
4/_ ५2 

१8 पहली श्रेणी और दूसरी श्रेणी में कोई नही | ( 

इसलिए 6 या उससे अधिक विद्याथिया के प्रथम श्रेणी में होने की प्रायिकता 

2-- (9) | 8 >7 ) 
है -2>77.-38. श् मिक्क कऔशश्कः 

१82 
च्न ठ 

प्रा 
ता 737072 

<:0 00 



श्श४ सास्यिकी कै सिद्धान्त और उपयोग 

क्योकि यह प्रायिकता एक हजार में से एक से भी कम है, हमें उस आधार पर संदेह 

होना स्वाभाविक ही है जिससे इस प्रायिकता का कलन किया गया है और इस कारण 

हम परिकल्पना कौ अस्वीकार करते हैं । इसका विकल्प यह है कि प्रयोग से सिद्धान्त 

की पुष्टि होती है । 

इस अध्याय में हमने केवल द्विपद वटन के उपयोग पर विचार किया है जिससे 
कुछ घटनाओ की प्रायिकताआ का परिकरछन किया जा सकता है। इसमें परिकह्पना 
की जाँच केवल प्रासग्रिक थी । अगले दो अध्यायो में हम कुछ अय वटनो का अध्ययं्त 
करेंगे और उदाहरणों द्वारा उनके उपयोग को समझेंगे । इसके पश्चात् ही हम 
परिकल्पना की जाँच के सिद्धान्व (४००9 ० +८5८म्ट ० 797०ध०७), 
प्रतिदर्श-सस्या का निश्चित करना इत्यादि अन्य सवंधित समस्याओं पर विस्तारपूवक 

विचार करेंगे। 



अध्याय ७ 

प्वासों-चंदन ( एणं5ण्ा'5 वी5८पापप्रपंणा ) 

$ ७१ कुछ परिस्थितियाँ, जिनमें प्वासो-वंटन का उपयोग होता है 

पिछले अध्याय मे जब हम द्विपद वटन के उपयोग पर विचार कर रहे थे, तब 

हमने एक निर्दिष्ट प्रतिदर्श सख्या ली थी और हमें ज्ञात था कि उसमें एक विज्येप घदना 

कितनी वार होती है, और यह भी ज्ञात था किः वह् घटना कितनी बार नही होती । 

उदाहरण के लिए टाइपिस्ट की परीक्षा के लिए हमने देखा था कि चालीस पृष्ठो में से 
तैरह पृष्ठो पर त्रुटियाँ थी व सत्ताईस पुप्ठो पर कोई गलती न थी । किसी औपध के 

लाभदायक गुण की परीक्षा के लिए हमने यह गणना की थी कि कितने रोगी आरोग्य 

लाभ कर छेते है और क्तिने ठीक नही होते । 

परल्तु ऐसे भी कई प्रयोग हैँ जहाँ यद्यपि हम यह तो ग्रिन सकते हैं कि घटना कितनी 

बार होती है, परन्तु उसके न होने की सल्या इतनी अधिक होती है दि' उसके गिनने की 

परेशानी से हम बचना चाहेंगे । टाइपिस्ट की परीक्षा को ही एक दूसरे दुष्टिकोण से 
देखा जा सकता है । कल्पना कीजिए कि टकित पृष्ठ पर रूग्रभग साढ़ें-चार सौ घब्द 

है, जिनमें छयभग अठारह सौ अक्षर हैँ और औसत से एक पृष्ठ पर केवल 7.5 त्रुटियाँ 

हो सकती है । इसका यह अर्थ है कि एक अक्षर के गलत टकित होने की प्रायिकता 

प्राय हि है। इस दक्षा में गलतियों की भिन्न-भिन्न सख्याओ की प्रायिकता के 

परिकलन में द्विपद वटन के उपयोग में दो कठिनाइयाँ है । एक तो यह कि इतनी कम 

प्रायिकता और इतनी अधिक प्रतिदर्श सख्या के लिए पहले से परिकलित द्विपद वेटन 

की सारणी प्रस्तुत नही है । इस कारण इस्न प्रकार के हर प्रयोग में उुये ड्विरे से परिक््त 

आवश्यक होगा । दूसरी कठिनाई, जो सैड्धान्तिक रूप से अधिक महत्वपूर्ण है, यह है 

कि प्रत्येक पृष्ठ पर अक्षरो की सख्या ठीक अठारह सौ तो नही है । किसी पृष्ठ पर 

वह केवल 7760 हो सकती है, जब कि अन्य किसी पृष्ठ पर 7840 तक पहुँच सकती 



११६ साश्यिकी के छिद्धप्त और उपयोग 

है| हमारा प्रतिदर्श एक पृष्ठ है, न कि अठारह सौ अक्षरों का एक समूह | द्विपद 

वटन इस बात पर आधारित है कि ग्रतिदर्श-सल्या निश्चित हो । 

इसी प्रकार एक व्यापारी दिन में 25 बार अपने देलोफोद का प्रयोग करता है। 

इन प्रयोग में, जो सक्षिप्त समाचार भेजने के लिए क्ये जाते है, समय बहुत कम या 

लगभग भही के वरावर ऊगता है। इस घटना की प्रायिक्ता कि कसी एक विशेष 

क्षण पर व्यापारी अपने फोन का प्रयोग कर रहा होगा, छग्रभग घून्य है। फिए भी 

दिन भर में इतदे अधिक क्षण होते हैँ कि पूरे दिन में हत जौसतन 25 समाचार गेजे 

जाने की ही आशा करते है। 

जव एक' डाक्टर कीटाणुआ या वैक्टीरिया की मौजूदगी का पता रुगाने के लिए 
किसी रोगी के रक्त की परीक्षा करता है, तो उसकी विधि सद्दीप में निम्तलिखित है । 

रक्त की बंद को एक पत्ती काँच की पट्टी पर फैला लिया जाता है । यह पट्टी अदेक 

छोटे वर्गो में विभाजित होती है । व्याधिविज्ञ इनमें से कुछ वर्गों में कीटाणुओं की गणना 
बारता है। कुछ थोडे से वर्गो में कौटाणुओ की गणना की जा सकती है, परन्तु 

क्दाचित् कुछ वर्गों के कीटाणुओ को गिनना कठिन है। इसी प्रकार कारखाने की 

तैयार बस्तुओ में नुठियो की गणना की जा सकती है पर अ-तुटियों की नहीं । 
इन सभी अवस्थाओं में, यादूच्छिक प्रयोग की प्रतिदर्श सख्या या तो बहुत बडी 

और ज्ञात होती है अथवा इतनी बडी होती है कि उसका जानना ही कठिन है । साथ 
ही साथ प्राथमिक घटनाआ की प्रायिकता वहुत ही छोदी, शून्यप्राय ही होती है, केकिन 

प्रतिदर्श-सस्या के बडे होने के कारण प्रतिदश में उस घटना के होने की प्रॉथिकता इतनी 
छोटी और शून्यप्राय नही होती ॥ अत हम द्विपद बटन का प्रयोग छोडकर एक 

दूसरे प्रकार का वटन अपनाते है । यह वटठन भी द्विपद बटन से ही व्युत्पन्न है । 

$ ७२ द्विपदवटन का सीमान्त रूप 

हम इस प्रकार के 2५ और ? के अनेका मानो की कल्पना कर सकते हैं, जिनकी 

गुणनफल 7 5 हा। जैसे 72--७, # 5३, 2४७८७, # डे) टफिस9, तह 

3 वफय500, क+,तठठ भादि । 

जैसे जैसे >ध का माद बढता जाता है, # का माद शून्य की ओर अग्रसर होता 

जाता है। ये सभी मान-युग्म एक एक द्विपद की परिभाषा करते है, जिनमें सबके 
प्राघलों का गुणतफल 3 5 है । द्विपद चर केवल पूर्यसल्यक मान ही घारण कर सवते 

है| किसी पूर्ण सख्या को छौजिए तो इनमें से हर एक दटनव के लिए हम इस चर के इस पूर्ण 



प्यासो-वटन श्श्७छ 

संख्या से कम अथवा बरावर मान धारण करने की प्रायिक्ता दा कलन कर सकते हूँ । 
जैसे-जैसे ४ का मान बढ़ता जाता है, यह प्रायिकता एक निश्चित सीमान्त सख्या की 

ओर अग्रसर होती जाती है। हम एक ऐसे वटन की कल्पना कर सकते है, जिसके लिए 

चर के उस विशेष पूर्ण-सख्या से कम या बरावर मान धारण करने की प्रायिकता यही 

सीमात्त सरया है! यह वात केवल एक विद्ञेप पूर्ण-सख्या के लिए ही नही बल्कि प्रत्येक 

पूर्णणख्या के छिए सत्य है। आइए, हम देखें कि इस सीमान्त वटन की परिभाषा क्या 

है। अर्थात् इस बटन में चर के लिए किसी विशेष मान + को प्राप्त करने की प्राथिकता 

क्या है। हम इस बटन के साधारण रूप दा परिचय प्राप्त करना चाहेंगे, न कि केबल 

ऐसे द्विषद बठनों के सीमान्द रुप का, जिनके प्राचलछ 2ए और 9 का गुणतफलछम 5हो । 

यदि हम इन द्विपद वटन के माध्य को » से सूचित करे तो प्राथमिक घटना की 

मै 3 न 
प्रािकता $ को लय बरावर रख सकते हैं । यह् इसलिए कि द्विपद बटन में माध्य 

का मान 7४७ होता है जैसा हम पिछले अध्याय में सिद्ध कर चुके हैँ । 

अत उफृच्च्मो 

0० # हु ह््ः 

इस प्रकार» तो अचर है और सीमान्त विधि में केवल /४ का मान उत्तरीत्तर 
बढ़ता जाता है। आइये हम देखें कि उपर्युम्त वटन में चर का मान # होने की प्रायि- 

क॒ता क्या है। 

शक (0) # एड 
नत्प(ए-)0ए-2)| (!ए-+7) ( है! 9 (्टे ह 

2 के 2 

_> हए (- हे (न्छ्) (नर) (नर 
का क्र ) (नर 

कप 

लव गदि $ के किसी निश्यिए मान के छिए 7ए का माव बढता जाता है तो 

६ प),.0.. (हर) नक्तें 



श्श्ट सारियिको के सिद्धान्त और उपयोग 

ये सभी सल्याएँ 7 के अघिकाधिक निकट आती जाती हैं । और (नें 

क्षग्रसर होता है टच ओर जहाँ 

कब उन के जय छः कल का पर रा ४ कु 

न वर 7 
क्च्चज्ा 

और ८ का एक विशेष गुण यह होता है कि किसी भी सस्या के लिए 
£2/ 
१ ५4: की: छह 

छः ््कः च्ज्ञा ज्ञ। नरक 

प्ज 

नन्र+ज 
क्लब रा 

इस प्रकार प्रायिकता 22(/)5- रा शो वह बटन जिसमें चर केवल पूर्ण सख्याओ 

के ही बराबर हो सकता हो औरर प्रत्येक पूर्ण सख्या के वरावर हो सकता हो और 

जिसमें चर का मान किसी पूर्ण सख्या ? के वरावर होने की प्रायिकता 

200) ++ टढ ञे (7) 
हो। वह प्वासा वटन के नाम से विख्यात है । पाठका को शायद यह भ्रम हो कि इस प्रकार 

का वटन हो भी सक्तता है अथवा मही, इसकी परीक्षा हर एक पूर्ण सख्या से सगत 

प्राधिकताओं का योग करके हो सकती है | यदि यह थोग 7 हो तो हम बह सकते है 
कि इस प्रकार का वटतन सभव है। 

दर जके 
टि 

गन ही 

दि ऊँ कह रह गेः च्ल्ढ [स्का दरार श्ञा+ क्ज्र+ | 



प्वासों-बंटन ११९ 

यह स्पष्ट है कि किसी भी द्विदद बटन का पूर्ण ज्ञान हमें 2४ और # के मानो के ज्ञान 

से हो जाता है क्योकि सभी प्रायिकताएँ इन्ही दो सख्याओ से व्युत्पन्न है । किसी भी 

बंटन में ऐसे मानों को जिनसे उसकी परिभाषा होती है उस वदन के प्राचल 

(?भश्वा।०८7$) कहते हुँ । प्वासो-वटन के लिए केवल एक » का ही मान जानना 

धावश्यक है। यही इस बटन का अकेला प्राचल है । 

$ ७*३ वास्तविक बंटन का व्वासों-वंटन द्वारा सन्चिकटन 

जब यह देखा जा सकता है कि ऊपर जो उद्दाहरण दिये गये थे और जिनमें द्विपद 

चटन के प्रयोग मे हमें हिचकिचाहट थी उनके लिए प्यासो-वटन द्वारा वास्तविक 

प्रायिकताओ के काफी अच्छे सन्निकट (»797०क्779/6) मानो के परिकछन 
किये जा सकते हूँ । इसका कारण यह है कि सीमान्त मान की परिभाषा के अनुसार 
यदि 2९ के किसी फलन / (१५) का सीमात्त मान £ हो तो यथ्ेष्ट रुप से बड़े 2९ के छिए 
2 और (५) में अतर शल्य की ओर अग्रसर होता जाता है । 

इस वटन का सबसे प्रसिद्ध उदाहरण है बोर्ट-केविच (9070:८छा८८४) 

द्वारा सकलित आधार-सामग्री जिसको प्रोफेसर रोनाल्ड ए फिशर (२.8. [45॥९४) 

ने अपनी पुस्तक में भी उद्धृत किया है । दस फौजी टुकडियों में वीस वर्षो में जो 
मत्युएँ घोडे की दुलत्ती के आघात से हुई थी यह उनसे सबधित ऑकड़ो पर आधारित 

है। इतको तीचे सारणी में दिया हुआ है। 

सारणी संख्या 7॥ 

अल को बारवारता 
हि जिनमे यह मृत्यु सख्या । 

हम देखते है कि कुल मृत्यु-सख्या 

(००९१09)-- (7 » 65)+(2» 22+-8 * 3)-+(42% 
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565--44+:9+4 

ब्ण्ट्23 हैं ॥ 

अर्थात् प्रति दुकडी प्रतिवर्ष मृत्यु सस्या ०67 हुई । इसलिए हम > का मान ०67 

के सकते हैँ और तव टी न० 543 (चीन दशमलल्व अक तक सही) | अलग 

अल्ग घटना की प्रायिक्ता कया परिक्लन उस प्वासा-बटत के आधार पर जिसमें 

प्राचल 3+-5०6 7 हो नीचे दे रखा है। 

सारणी सरया 72 

प्रति टुकडी प्रति प्राथिकता | दो सी घटनानों मे वास्तविक 
ब॒प मृत्यु सस्या अपेक्षित बारवारता बारवारता 

हक. कक (2 शक लक अवक, .. अब 
ने 

० €. ० 543 708 6 209 

। 5० 337 66 ३ 65 
5 

& 77० ० 7ण ड्च्ड 22 डा 

े 
3 76 70०2 42 | ठँ 

ह | 
| 

रब फि ष गे च्ः0 003 0०6 | प् 

अपेक्षित और वास्तविक वररबारताआ की छुलना करन से पाठको को यह विदवास 

हो जायेगा कि इस प्वात्ता बटव के आधार पर परिकलन करके हम वास्तविक मृत्यु 

सख्या का एक अच्छा सनिक्ट मान प्राप्त हो सकता है। विज्ञेप रुप से जब हम जानते 

है कि यादृच्छिक प्रयोग के फल्स्वरप बारबारता अचर नहीं होती और भिन्न भिन 
प्रतिदर्शों में वह भिन्न-भिन्न हो सकती है ! अत यह मान लेना जसयत नही समता 

जा सकता कि मृत्यु सख्या एक प्वासा चर है जिसमे प्राचल का मान 0 6 है। संध्षि 

प्रकृति मे यादुच्छिक चर किस प्रकार आचरण करता है इसका दीक पता न हर्म है और 



प्वासोनवटन श्य्ृृ 

न लग सकता है तयापि प्वासो-चर एक ऐसा सरल और सतोपजनक निरूपण है जिसके 

आधार पर हम घटनताओ की प्रायिक्ताआ का अनुमान लगा सकते हैँ तथा उनके बारे 

में किसी हद तक भविष्यवाणी भी कर सकते है । यह् देखा गया है कि हर एक प्रकार 

की आकस्मिक घटनाओ के स्िए यह वटन एक अच्छे प्रतिरूप का काम देता है । यह 

दैसे भी स्पष्ट है क्याकि यह द्विपद-वटन का सीमान्त रूप है जब प्राथमिक घटता की 

प्रायिकता 9 घू-यप्राय हो जाती है। प्रायिक्ता का शूल्यप्राय होना अथवा घटना का 

आकर्मिक होना एक ही बात के दो रूप है । घटना को आकस्मिक उस समय कहते हैं 

जब इसकी आजा नही की जाती । जाशा न करने का बा रण यह होता है कि उस घटना 

की प्रायिकता बहुत कम होती है और हमारे जनुभव में ऐसी घटना के बार-बार होने 
की सम्भावना भी वहुते बम रहती है। 

$ ७४ प्वासो-बठन के कुछ गुण 
आइये, जब हम प्वासा-वटन के बारे में कुछ और जानकारी प्राप्त करें । 

(१) यह बटन भी असतत है और प्वासो-चर सभी पूर्ण-सख्याओं के बराबर 
मात धारण कर सकता है तथा अन्य कोई साव नही धारण करता । 

(२) परिभाषा के अनुसार इस वन का माध्य 

कक कक 
४ (9) ल्5 # (७) नल ढ हा 

मे ६ हु 

यदि हम (#--7) को # से सूचित कर तो 

न 
हर 

जे ग७0 

बज 
जे मे” 

४ (ऐच्नलेफ़ ८ नर 
उ :ह. है 

भ्डः मे 
>+, 36 [म्क आय 

हब्ल्य ह? 

॥ >ः है (72) 
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इस प्रकार इस वटन वा माध्य इसके प्राचक > के बराबर होता है । 

(३) इस वटन का प्रसरण (एश०॥०८) 
० (0) >> & (४) - रू! |) 

जडेजा हैः ल्ज्मेर 
का कऋच्ल्0 

न्० 
व 3 ६ (#ना) के हो &ी नग जारेे 

क्रः0 (0 

ब्छ नर झ-3 एड जो मे हज २ कि 
7०8 (#--०) ः 7 (४-7) 

हु है] सा 5 मेल 9 डकिल, कया 5 वि ८222 सकी >सत 
हमर #---2) रे कह +72० (#--7)7 6 

२० ०! (ह) क+ अध्शी ढ़ न 3 थ - )१ 

ब्शेः+ले--मे१ 
ब्न्स्न 

इस प्रकार यह एक ध्यान देने योग्य गुण है कि इस वटन का माध्य और प्रसरण दोनो 

ही इसके प्रावक्त » के बरावर होते है । इस भाध्य और प्रसरण का कलून हम दूसई 
ढग से भी कर सकते है । हमे यह तो याद ही है कि यह उस प्रकार के ह्विपद-बटतो का 

सीमान्त रूप है जिनमे 2४ और | का यूणनफठ » के बराबर है । द्विपद वदन में साध्य 
का मान /(४ और प्रसरण का मान 2४७५ होता है । इसलिए हम आशा करते हैं 

कि प्वासो-वट्न के माध्य और प्रसरण क्रमश 7४७ और 7५७४६ के सीमास्त मान होगे । 

लेकिन गन 

और इलत स्प#तत ग- जज 

हर है] 
> एक अचर है, इसलिए जैसे-जैसे 2 का मान बढता जाता है जो मात 

[न्य की ओर तथा 7-- कण मान 3 की ओर अग्रसर होता जाता है। इस प्रकार 

#& का सीमास्त मात / है 



ध्वासों-वंटन श्श्३ 

इसलिए /४४६ का सीमान्त मान >> उ*न्के है! 

(४) यदि दो स्वतस्त्र प्वासो-चर हो जिनके प्राचल क्रमश 2५ और )५ हो तो 

इन दोनो घरो का योग भी एक प्वासो-चर है जिसका प्राचल (9३--२५) है। 

ऊपर लिखें सिद्धान्त को हम एक उदाहरण द्वारा समझने की चेप्टा करेंगे । 

मान लीजिए एक मिल को फौज के लिए सूटो का कपडा बनाने का ठेका दिया जाता है । 

एक सूट में एक पतलून और एक कमीज है जिसके लिए कपडा मिल के दो विभिन्न विभागों 

में बनता है। बने हुए सूट में दोषो की सख्या एक यादृच्छिक-चर है जिसका वटन 
प्वासो-बटन माना जा सकता है । यदि पतलून में दोपो की सख्या एक प्वासो-चर हो 

जिसका प्राचल 3५ है और कमीज के दोषों की सख्या भी एक प्वासो-चर हो जिसका 

प्राचछ »॥ है तो पूरे सूट में दोपो की सख्या अर्थात् इन दोनों दोप-सख्याओ का योग 

भी एक प्यासो-चर होगा और उसका प्राचछ (»-|-२४) होगा । 

सूद के कपडो को छोटे-छोटे छाखों वर्गों में बाँठा जा सकता है और किसी विशेष 

वांग॑ में दोष के पाये जाने की प्रायिकता बहुत कम है। इसलिए दोपयुवत वर्गों की सख्या 
के लिए प्वासो-वटन का उपयोग इस स्थिति में युवित-युवत है । इन्ही कारणों से पूरे 
सूट के दोषो के लिए प्वासो-बटन का उपयोग भी युक्ति-युक्त ठहराया जा सकता है । 

क्योंकि 3 से औसतन एक पतलून में पायी जानेवाली दोपसख्या और »५ से औसतन 
एक कमीज में पायी जानेवाली दोपसख्या सूचित होती है । इस कारण एक सूद में 
औसतन (0४-+-२७) दोषों की आशका की जा सकती है। यही कुछ दोपसख्या का 
प्राचल है। 

ऊपर की अस्पष्ठ यूक्ति से हम जिस सिद्धान्त पर पहुँचते है उसकी सतोपजनक 

यथारीति उपपत्ति नीचे दी जा रही है । 

मान लीजिए >( और ५ से दो स्वतस्त्र प्यासो-चरो को सूचित किया जाता है 

जिनके प्राचछ ५ और 2५ है । हम मालूम करना चाहेंगे कि यादृच्छिक-चर (>(+ ४) 
का बटन क्या है। 2 और ४ दोनो केवल पूर्ण-सख्यक मान ही धारण करते हैं । इस- 
लिए यह स्पष्ट है कि (४--४) भी केवल पूर्णेसस्यक मान ही धारण कर सकता 

है। आइए, देखे कि (2--४) के मान # घारण करने की प्रायिकता क्या है जहाँ ४? 

एक पूर्ण सख्या है। यह माच निम्नलिखित स्थितियों में धारण किया जा सकता है । 

7. ऋ--#॥, छ्-० 
८ ऑ-+४--7, ज्न्ना 

3... मैं+॥-०७ ज्च्च्खि 
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 । जा ना ४ 

॥व में--० श्न्चा 

इनमें से प्रत्येक घटना दो घटनाआ का प्रतिच्छेद है । और क्याकि ये दोना घट 

नाएँ स्वतत हूँ इसलिए इस प्रतिच्छद की प्राथिकता इत दोना घटनाओआ की प्रायिकताजा 
बा गुणनफल है। इस कारण इन ऊपर ल्खि घटनाओं वी प्रायिकताएँ तमश 

निम्नलिखित है--- 

3 ) ' -ियरशे » 
ब्जच (2 3 दलद, -वमटभ का. - बी 
ग्रा ह 

2८ री हा दो की ्ट -प+गेशओे ( ह ) श ),, 

(#-77)7 है शा 2 

नल 26 श वि अं हजित) क्र छन्2 2 256 २० 8: बनने [ ] 3, 7५ 
(#--2)7 अं रस ड़ 

गो हि कर हि >ेज० 2 ति+गेशे अर भ ४ 
स्ग्िि का )3 
भर (४-7) का 6 3, 

का ४३ 6१ १ ह >> दकितेरो /« ) 20 

क्र डा: आक१ ([ कटा 

इसलिए (>#--४) के मान # धारण करत की कुछ प्रायिकता 

-आ->टवि ले) / # /  #? 
लि कन्या व्से ह हर क् कै के [ ) फनी री 

ड 

(0-2. 
लेकित यदि (>-- ७) एक प्वासा चर होता जिसका प्राचल (न रे७) दीते 

हि 

ह क॒ सके मात ४ घारण करने की प्रायिकता भो हि (0५+२५)" ही होती । 
का 
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इससे यह सिद्ध हुआ कि दो स्वतन्त्र प्वासो-चरो का योग भी एक प्वासो-चर होता है 

और उसका प्राचछ इन स्वतन्त्र प्राचलों का योग होता है। इसी प्रकार आगप्तिक विधि 

(#07८४५४ 77८४४०४) पते यह सिद्ध किया जा सकता है कि # स्वतत्व प्वासों-चरो 

का योग भी एक प्वासो-चर होता है जिसका प्राचछ इम प्वासो-चरो के प्राचछो का 

योग होता है। यह उपपत्ति इतनी सरल है कि उसको यहाँ देना आवश्यक नहीं 

समझा गया है। 

६ ७'५ उदाहरण 

आइए हम उस उदाहरण पर पुन विचार करें जिससे हमने प्थासो-बटन का परि- 
चय कराया था। इसमें एक प्रार्थी को टाइपिस्ट का स्थान देने के लिए परीक्षा लेनी 

थी। यदि मैनेजर उन सब पृष्ठो को फिर से टक्ति करवाता है जिनमें एक भी दोप 

हो वो द्विधद ठकन का उपयोग करना होगा जैसा हम पिछले अध्याय में लिख चुके 
हैं । परन्तु हो सकता है कि मनेजर ऐसा न करके केवल दोषो को ठीक कर दे । ऐसी 

दद्मा मे बहू उन पृष्ठो की गणना नही करेगा जिन पर कम से कम एक दोप है परन्तु कुल 
दोपो की सख्या जानना चाहेगा । यदि यह सख्या बहुत अधिक हो तो दोपो के सुधा- 

रने पर पृष्ठ गदे और भद्दे लगने लूग्गेंगें । इसकी चेय्टा ऐसा ठाइपिस्ट नियुक्त करने की 
होगी जिसके लिए इत दोषो का औसत बहुत कम हो । पहले जो ठाइपिस्ट था औसतन 
दो पृष्ठो पर तीन गलतियाँ करता था, यदि भ्रार्थी इवनी या इससे कग गरूतियाँ 

करता है तो उसकी नियुक्तित के लिए मंनेजर को कुछ भी आपत्ति नही होगी । 

अब भी प्रार्थी को वही परीक्षा देने के लिए कहा जाता हैं जिसका पिछले अध्याय 

में वर्णन किया जा चुका है अर्थात् उससे चार पृष्ठ ठकित करने के लिए बहा जाता है 
और मैनेजर गछतियो को गिनता है । यदि वे ६ से कम हो तो इस प्रतिदर्श में गलतियों 
को सख्या औसतन पिछले टाइपिस्टो के औसत से कम हैँ और इस प्रयोग के आधार 

परश्रार्थी के अस्वीकृत करने का कोई कारण नही दीखता । इसके विपरीत यदि त्रुटियों 

को सस्या १० हो तो यब्ञपि इस प्रतिदर्श में औसत पिछले ठाइपिस्ट के औसत से अधिक 
है तथापि प्रार्थी को अस्वीकार करने के पूर्व हम यह जानना चाहेंगे कि यदि इस प्रार्थी 

व झौसत भी ६५ जुटि प्रति पृष्ठ होता तो इस चार पृष्ठ के प्रतिदश में १० त्रुढियाँ 
पाय॑ जाने या इससे अधिक त्रुटियाँ पाये जाने की प्रायिक्ता क्या है। यदि यह प्रायि- 

कता बहुत कम न हो तो एक न््यायज्ञील गनेजर प्रार्थना को एकदम अस्वीकृत न करके 

उसको कुछ और पृष्ठ टक्ति करवे को देगा ) 
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आइए, हम चार दक्ति पृप्ठो में दस या उससे भी अधिक गछतियाँ होने की 
प्रायिक्ता का कछन करें -- 

9 (दस अयवा उससे भी अधिक गरूतियाँ) 
स्ऋगा-- 4) (नौ या उससे कम गलतियाँ) 

स्लार[2 (शून्य गलतियाँ) +- 2? (एक गलती) + 2! (दो गलतियाँ)... 
* +॑ 2? (आठ गलतियाँ) + 2 (वीं गरूतियाँ)) 

कह पड 6 , 6१ , 63 6१ क्च त-- € (कर्ता दर +: ध्फत 

हनन 7 ++ 0 976064 

जन 0 083936 

$ ७६ प्वासो-वटन की सारणी 

जैसे द्विषद वटन के असख्य उपयोग हैं उसी प्रकार प्वासो-बटन के भी बहुए ते 
उपयोग हूँ । अनेक मनुष्यों के वार-वार एक ही प्रकार के परिकलन करने की बूः 

मेहनत की बचाने के लिए सारणियाँ तैयार कर छी गयी है । इन सारणियों में रे 

के विभिन्न मानो के लिए प्वासों चर के 09,2,3,-- -- -« आदि मान धारण करते 
की भ्रायिकताएँ दे रखी हैं । कुछ और भी सारणियाँ है जिनमे प्वासो - चरो की सचयी 
आपेक्षिक वारवारताएँ दी हुई हैं । जब किसी को प्रायिकताओ के कलन के लिए अयवा 
परिकन्पता की परीक्षा के लिए प्वासो-वटन का उपयोग करना होता है तब सव परिं- 

क्लन नये सिरे से नही करने पडते । उसे विशेष » के मान के लिए सारणी को देखना 

ही ययेप्ट होता है । 
मीचे इस प्रकार की सारणी का एक नमूना दे रखा है। जिस सारणी का ऊपर 

के उदाहरण मे प्रयोग हुआ है बही यहाँ दे रखी है। यह ध्यान देने योग्य बात है कि 

द्विपद वन की तरह प्वासो-वटन भी असतत है । इस प्रकार कोई भी सस्या 7 

ऐसी नही है जिससे अधिक चर का मान होने की प्रायिकता ठीक पाँच अतिशत या 

दीक एक प्रतिशत हो। परन्तु एक छोटी-से छोटी पुर्ण-सख्या मार्ठूस की जा सकती 

जिससे अधिक मान धारण करने की प्रायिकता पांच प्रतिशत से कम द्वो । यदि हम 

यह निश्चय कर॑ऊे कि किसी परिकल्पना के आधारपरप्रेक्षितसख्याकेबराबर अथवा 

उससे अधिक मान धारण करने की प्रायिकता पाँच प्रतिशत से कम होते पर हम उस 

परिकठ्पना को अस्वीकृत कर देंगे तो हम प्रयोग से पहले ही एक ऐसी सख्या निश्चित 
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कर सकते हैँ कि प्रयोग का फल उससे अधिक होने पर हम परिकल्पना को 

झूठी समझेंगे । 

सारणी सखझ्या 73 
प्वासो घटने (४-८ 6) के लिए सचयो प्राधिकता फलन 700) 

ः 0) 
अबिसन (६. + पालथड2 +-तन् न ->न 
0 0०24638 ;॒ ० 957367 

० ०7347 7 | ०979997__ 
66958 व ०997767: | 

* 0१57792 33 | ०996360 

० 285045 |०998588 । 
० 445668 __75 | ०999479 
0 606293 | 76 | ० 999895 

0 743968 | 27 | ० 999937 
__8 | 0 847226 - ब8 | ०999970 

0 976064 9] 0 999982. 

विस्तृत सारणी के लिए देखिए 

पशगयबाड प्रचकीटडा 

ला 7£ है । 



अध्याय ८ 

भ्रसामान््य वंदन (]००्ाथ एज्र्तणाप्तत्ण) 

$ ८*१ गणतीय वटनो का महत्त्व 

अभी तक हमने द्विपद और प्वासो-बटनो का अध्ययन क्या है जो असतत है और 

क्वेबल पूर्ण-सस्या मान धारण करते हैं। परन्तु हम जानते हैं कि कुछ यादृच्छिक चर 

ऐसे भी होते है जो दो सीमान््त मानो के वीच के रूभी माना को धारण कर सकते है । 
ऐसे चरो का एक उदाहरण मनुष्य की ऊँचाई है। इस प्रकार के चरो का एक घनत्व- 

फलन (3०096 7 चचए८6०7) होता है / जैसा हम पहिले ही देख चुके है, कसी 

भी विशेष माल को घारण करने की प्रायिकता इस चर के लिए शूत्य होती है। परन्तु 
कसी अल्पतम अतराल में भी इस चर के स्थित होने की प्रायिकता शून्य से भिन्न ही 
सकती है। इस प्रायिकता को अन्तराल की लम्बाई से विभाजित करने से हमें इस 

अन्तराल में प्रायिक्ता की घनत्व मालूम होता है। जैसे-जैसे अन्तराल छोटा होता 
जाता है सतत वटनो में यह घनत्व एक विशेष सख्या को ओर अग्रसर होता जाता है। 

जो सणया इस घतत्व का सीमानन््त रुप है वही उस अत्तराल के मध्य विदु पर वटन का 
घनत्व माना जाता है। घनत्व फलन चर के मान और उस भान से सगत घनत्व के 

मवथ की प्रदर्शित करता है। 

मान लीजिए कि ऊए एक ऐसा सतत चर है और उसका घनत्द फलन / (5) है। 

सदि इस चर की समष्टि में से हम एक प्रतिदर्श का चयन करें जिसका परिमाण # हो 

तो भ्रइन उठता है कि इस प्रतिदर्श के माध्य का क्या वदन होगा। यदि इस चर के 

॥ मानो को जो प्रतिदर्श में विद्यमान है, हम 2 २छ 3७. ४ व्य-० २क से सूचित करे 

तो हमें प्रायिक्ता 7 [िाग ब्र््हः ] का परिवलतत/£ के विभिन्न 

मानो के लिए करना है। इस प्रायिक्ता को हम निम्नलिखित बहुल समाकल 

(एर्प्रोष्णएॉ€ म्घाव्टप्श) से सूचित करते है 
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को, माँ कॉ-(33र्न-5३) के 

ए [$ | ्ज्ुः है! है थे -ज5 
मन 

म्न्च्ड ६ य 
जनक -क० >स७ 

प्र 

जी डछि.. किले कप कैथ.. 4५७ 
(87) 

साधारणतया इस समाकल का मूल्याकन करना यदि असभव नहीं तो बहुत कठिन 
अवश्य होता है। छेकिन जैसा हम पहिले कई बार कह चुके है, सास्यिकी में प्रायिकताओ 

के एकदम ययायथं मान जानना आवश्यक नही है। सन्निकट मान (३)97णणयाश/6 

शर्शप८) ही ययेष्ट होता है। आपकी कही यह तो स्देह नही हो रहा है कि सास्यिकी 

का आधार वहुत कमजोर है---इसभमें कुछ भी तथ्य नही है और सभी सन्निकटन मान 
है? अनूमान और सन्निक्ट माप का तो हर एक विज्ञान में और साधारण दिनचर्या 
में जगह जगह प्रयोग किया ही जाता है। यह सत्य है कि बैज्ञानिको ने यथार्थतम मापों 

के लिए ऐसे-ऐमे यत्रो का आविप्कार किया है कि उनकी तारीफ क्ये बिना नही रहा 

जाता। परतु कोई भी वैज्ञानिक यह दावा नही करता कि ये माप विलकुल ययार्थ है। 
मान लीजिए कि कोई मनुष्य एक लोहे की छड की लबाई नाप रहा है। पदि 

उसको यथा माप करने की जिद है तो यह कार्य असभव होगा। नापना तो दूर, 
'पहिले इस लवाई की परिभाषा देना ही अगभव होगा । हम जानते हूँ कि छड अणुओ 
की बनी होती है। ये अणु अस्थिर होते है और इनमें बरावर क्पन (शजिकााण) ) 
होता रहता है। यथार्थंता के लिए छड की लवाई किसी विश्येप क्षण और विश्येप रेखा 
से सवधित होगी । परतु कया कर्भी ऐसा किया जाता है? व्यावहारिक रूप से इस 
उवाई में कोई विद्रेष अतर नही दियाई देता, यदि उसको गर्म या ठडा न किया जाय । 
इस कारण हम इन मामूली परिवतंनो की पर्वाह नहीं करते और एक सलिकटतम 
लबाई मालूम करते हैं। मान लौजिए, इन आणबिक कपनो के कारण एक छड की 
छवाईं 70 723255 सेंटीमीटर से 70 723256 सेंटीमीटर के बीच विभिन्न मानो 
को धारण करनी रहती है। इस मामूली से अतर को आसानी से भुलाया जा सकता 
है। व्यावहारिक जीवन में प्राय एक प्रतिद्यत की ययार्थता (#व्टश्नेणा) ययेप्ट 
समझी जाती है। एक प्रतिशत की यवाथेदा से हमारा तात्पर्य यह है कि यदि ययाथें 
भाप एक सौ है तो सन्चिकट साप निव्यानवे और एक सी एक के बीच की ही कोई सस्या 

हु 
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हो। भौतिकी अयवा रसायन में हमारा रक्ष्य एक प्रत्ति दस हजार की ययार्थता हो 

सकता है, परतु प्रत्येक्ष अवस्था में यथार्थता की भी कोई सीमा होती है जहाँ रुवना ही 

पडता है। 

सार्यिकी में हम वास्तविक वटनो का सनिक्टन कुछ गणितीय वदनो (शपबरधाट- 
ग्रथाएर्थ ताध्धााप्रण०75) के द्वारा करते है । यह सन्निकट दटन ऐसा होता 

चाहिए कि इसके और वास्तविक वटन के सचयी-बारबारता-बटतो में कोई विशेष 

अतर न हो । कितने अतर तक को सहन किया जा सकता है यह व्यक्तिगत रुचि और 

जरूरत पर निर्भर है। इस प्रकार के सन्निक्टन से असोमित लाभ है। इस गणितीय 

बटन के माध्य, प्रसरण और अन्य घूर्णो का परिकलन अपेक्षाकृत सरल होता है। इसके 

अन्य गुणों की व्याख्या भी बडी आसानी से की जा सकती है। कुछ गणितीय वटनों का 

सब्निकट वटनी के रूप में विभिन्न परिस्थितियों में विभिन्न व्यवितया द्वारा प्रयोग क्या 

जा सकता है। ऐसा हम द्विपद-बटन और प्वासो दटन के लिए पहिले ही देख चुके है । 

ऐसे वटनो के छिए सारणी तेयार कर ली जाती है और जब कभी भी सप्विकट बटन का 

उपयोग क्या जाता है, इस सारणी को देखकर प्रायिकताओं का परिककन क्या जाता 
है। इस सारणी को देखकर प्रायिकताओ का परिकलन अथवा परिकल्पनाओं के बारे में 

फैसला किया जा सकता है। यदि ऐसा न क्या जाय तो दो ही वातें हो सकती हँ-- 

या तो जिस चर का अध्ययन किया जा रहा है उसके वास्तविक वटव का किसी को 

ज्ञान नही हैं। ऐसी अवस्था में यदि वह किसी सन्निकटन का उपयोग नहीं करना 

चाहता जो उसे चर के बारे में किसी भी निश्चय पर पहुँचने का धिचार छोड देना 

चाहिए। यदि वास्तविक वटन ज्ञात भी हो तो चर के विभिन्न मानो के लिए प्रायि- 
कताओं का परिक्लन या वटन के प्रतिश॒तता-विदुओं (क्ल्टा।486 >णए७) 

का मालूम करना वहुत ही कठिन हो जायगा । यही नही बल्कि इस कठिनाई का सामना 

बार-बार हर नयी स्थिति के लिए करता होगा । इस बात की सभावना बहुत कम है 

कि किसी भी वास्तविक बटन का प्रयोग दुबारा करने की आवश्यकता पडे । 

$ ८२ प्रसामान्य वटन की परिभाषा 

साह्यिको ने एक बडी आइचर्यजनक और महत्त्वपूर्ण खोज की है। उन्होंने यह 
सिद्ध कर दिया है कि किसी चर का वास्तविक वटन चाहे कुछ भी हो, परतु उसके एक 

बडे प्रतिदर्श के माध्य का सन्चिकटन एक सतत यादुच्छिक चर द्वारा किया जा सकता 

है। इस सतत चर का प्रायिकता घनत्व-फलन $ (४) यह हैं-- 
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(8.2) मा मा मल 
३ (+) ० दशफ & ० 

जहाँ ६ और ० क्रमश मूल बटन के माध्य और प्रसरण है, # प्रतिदर्श परिमाण 

है, के एक वृत्त की परिधि और उसके व्यास का अनुपात है एवं € की परिभाषा वही है 

जो हम पहिले हो प्वासो-वटन पर विचार करते समय दे चुके हूं । 

जिन चरो के वटन का रूप ऊपर छिखित वटन के प्रक्यर का होता है वे प्रसामान्य 

चर (07४  ए४४9/2$) कहलाते हैं और तत्सवधी वनों को प्रसामान्य बटन 

(7१०एछ५े 05७प9एघ०7) कहते है । यह आप देख ही सकते है कि (६ और ० /+/४ 

के विभिन्न मानो के लिए हमें विभिन्न प्रसामान्य वटन प्राप्त होते हैं । इस कारण 

ये ही प्रसामान्य वठन के प्राचल (9॥एश7९९८:७) है। ये प्राचछ क्रमश प्रसामान्य वटन 
के माध्य और मानक विचलन भी हुँ ) प्रतिदर्श-परिमाण तो प्रसामान्य बटन के 

परिचय मे प्रासगिक मात्र था और प्रसामात्य चर की परिभाषा में इसका कोई स्थान 
नहीं है। प्रमामान्य चर के घनत्व-फलन को हम 

(े कै (7 ५.०० (8.3) 
27० 

से सूचित करते है जहाँ ; और ० क्रमश इस चर के माध्य और मानक विचलन है । 

$ <*३ प्रसामान्य वंटन के कुछ महत्त्वपूर्ण गुण 

प्रसामान्य वटन का उपयोग समझने से पहिले हमें उसके कुछ गुणों से परिचित 
हो जाता चाहिए। 

(१) यदि >,, और ऊँ, दो स्वतत्र प्रसामान्य चर हो जिनके प्राचछ ([५, ०) 

और (७७ ०५) है तो इन दोनो चरो का योग (277+25५) भी एक प्रसामात्य चर है 
जिसके प्राचल ((४+ ४७७ ४/ण्येऩ्) होते है। 

(२) ऊपर लिखित फल को आगमिक विधि से किन्ही भी 2४ प्रसामान्य चरो पर 
छागू किया जा सकता। यदि इन 7५ चरो के प्राचल ऋ्रमश (७, ०), [# ०. 

(एक ०); हन्न्+ (॥धप, णप) हो और यदि ये चर स्वतत्र हो तो इनका योग 

भी एक प्रसामान्य चर होता है जिसके प्राचल (ट (जे बैड ग् ) हू 
्च 



ध्ब्र साहियवी के सिद्धान्त और उपयोग 

(३) यदि प्रसामात्य चर > का साध्य ७ और प्रसरण ०? है तो उत्तका कोई 
भो एक-घात फलन (|एव्श खिटधणा)) ०-४ भी एक घसामान्य चर है जिसके 

माध्य और प्रसरण त्रमश ४७--४ तथा ४१ ०४ हुँ । इस चर के प्राचक ऊपर-लिखित 

होगे यह आसानी से देखा जा सकता है, क्योंकि 

ऊ (४3+#) >-#(०>)+म (9) 
च्च्बस (ह)+8 
नन्ध धन 

इसी प्रवार 7 (4%--४) -८४ (०२) 
च्च्बो पर (७) 

ब्न्य्द्रष ठ5 

जब हम कहते हूँ क्ि किसी यादुच्छिक चर का घनत्व फ्लनर्7/ (४) है तो इसका 
जे यह होता है कि यदि ६-८ छोटा हो तो ८४ और :४८+-६:८ के बीच इस चर के मानव के 

पाये जानें की प्रायिकता लगभग_ (४) 4» होती है। इस तरह 

3 िएाश 

॥ [(< ८ ४ कब] न्+ न ही | टी ) बा 
०९८27 

/ छू <ब्ऊे- 8 <»४--४ ] 55 2 | धान 77 |. 68 ] 

778 72-४)/०7०% 
>उत [० है| प्र 

2 - (॥४-+-०) लि 
2ग्ध्ड्या (8 4 

यानी («>-|-४) एक प्रसामान्य चर है जिसके प्राचक (८८-८३ ४०) है। 

(४) यदि ८५--- और #-८---/- हो तो “_£ का घनत्व फलन मिम्न- 

लिखित होगा । 

5 4 न दि हे 8 हि [ ) ९ (8 5) 



प्रसामान्य वंटन श्श्र 

यहू एक प्रसाप्तान्य चर का धनत्व-फल है जिसका माध्य शून्य तथा प्रसरण एक 

है। इस घर के वटन को मानक्ति प्रसामान्य वटन (5प्शर्तवाताइट्ते फेगागर्श 

व$धाफप४०॥) कहते है । इसको 7४ (०,7) से सूचित किया जाता है और इसे 

प्रसामान्य झून्य एक” पढते है । इसी प्रकार जिस प्रसामान्य वटन का माध्य ६ तथा 

मानक विचलन ० हो उसे 7ए (७, ०) से सूचित किया जाता है। 

(५) ऊपर दिये हुए गुण से यह पता चछता है कि यदि इस मानकित प्रसा- 

मान्य बटन के प्रतिशतता-विन्दुओं की सारणी तैयार की जाय तो आसानी से कसी 

भी प्रसामान्य बटन 7ए (७, ०)के प्रतिश्तता बिदुओ का कलन किया जा सकता है। 

इस प्रकार की सारणी साख्यिको ने तैयार कर रखी है। 

मान छीजिए, हमें किसी प्रसामान्य वटन का प्रम्रण »£ ज्ञात है और हम इस 

परिकल्पना की जाँच करना चाहते हैं कि वटन का माच्य 9 है। हम # परिमाण का 

एक प्रतिदर्श (४०76) छेकर प्रतिदर्श माध्य 5: का परिकलन कर सकते है। यदि 

परिकल्पना सत्य है तो /ज्ड एक 70 (0,7)चर है । इस कारण हम सारणी द्वारा 

ए [ि 0,) > - प्र ] मालूम कर सकते है। यदि यह प्रायिकता बहुत 

बम हो तो हमारा परिकल्पना पर सदेह होना और इस कारण उसे अस्वीकार कर 

देना स्वाभाविक है। 
(६) यदि हम प्रसामास्य चर > के मान और उसके घनत्व फलन के बीच एक 

ग्राफ खीचें तो उसकी य्कछ इस प्रकार की होगी जैसी नीचे के चित्र में दिखायी गयी है । 

४36 6. ४6:68 ४ .८+3..6+6 ८+26 _4+56 
बट +--+ 

चित्र २५--7४(७-०) का घनत्व-फल 



श्शे४ सांब्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

ऐसा मालूम होता है कि किसी घटी को उछट कर रख दिया हो। माध्य के दोनों भोर 

का बटन एक-सा होता है। जो प्रायिकता घनत्व (;०--८) पर होता है वही (/--४) 
पर भी होता है। इस वटन का बहुलक (7709८) और माध्य वरावर होते हैँ । यह चर 

छोदे-से-छोटे और बडे-से-वडे हर एक मान को धारण करता है, परतु जैसे-जैसे मान 
माध्य से दूर होता जाता है, उसका प्रायिकता-घनत्व कम होता जाता है और थून्य 

की ओर अग्रसर होता जाता है। 

$ ८*४ प्रसामान्य वंटन द्विदद बटन का एक सीमान्त रूप 

इससे पहिले कि हम परिकल्पना की जाँच में प्रसामाग्य चर के उपयोग का अध्ययन 

करें आप शायद यह जानना चाहेंगे कि किसी भी वटन के लिए प्रतिदर्श-माध्य प्रसामान्य 

चर की ओर कैसे अग्रसर होता है। हम एक ऐसे द्विपद वटन के उदाहरण से जिसमें 
#553 हो, इसे समझने की चेष्टा करेंगे। मान लीजिए कि हम एक सिक्के को 

उछालते हू । इस यादुच्छिक प्रयोग के दो ही फल हो सकते हैँ, चित या पट । यदि 
हम एक यादुच्छिक चर की ऐसी परिभाषा करें कि वह चित आने पर 4 और पट आने 

पर ० मान को ग्रहण करता है तो इस दटन का दड-चित्र (9श: १/4९ए५7) वीचे 
चित्र सछ्या २६ के समान होगा । 

चित्र २६--६िपद (१, ३) का इंडचित्र 

इस वटन का मध्य म तथा मानक दिचरलून भी 3 है 

क्योंकि एत्तके(जेी) ८5०२ ३-+१ >$ 

च्त्डै 



असामान्य बंटन श्र्प 

ह न्| मं [39 -- 5 (5) 

चन गिर न 7263]-- (27 
कस ईैनाई 
228 । 50 
्् 

० ऊन | 

यदि सिक्का दो बार उछाला जाय और इन दो प्रयोगो से संवधित चरो के माध्य 

का परिक्लन किया जाय तो वह तीन मात घारण कर सकता है--० है और 7 और 

इनको ग्रहण करने की प्रायिकताएं क्रमश 5, $, ऊँ है। इसका दड-चित चित्र सख्या 

२७ में दिखाया गया है। 

>>» 

चित्र २७--हिपद (२, ४) का इंडचित्न 

इसके माध्य और प्रसरण क्रमश ६ और हूँ है । 

प्रतिदर्श-नश्मिण चार होने पर प्रतिदर्श माध्य पाँच मानो 0, 3, $, $ तथा 

को कमश (3)5.4 ($)*, 6 (3), 4 (3)* तथा ($)* की प्रायिकता के साथ 
ग्रहण करता है। इस शाध्य के कटन के साध्य तथा असरण कुमश हे तथा बढ हैं। 
इसका दड-चित चित्र सख्या २८ में दिखाया गया है । 

प्रतिदर्श वरिमाण 8 और 76 से सबंधित दड-चिंत्र भी पृ० १३६दिये हुए हैं । (२९, 
३० चित्र) | इन सभी चित्रों में (पहिले को छोडकर) माध्य पर की प्रायिकता को, 



१३६ सॉह्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

शक 

हल ५ ट 2. ८ 

कट» 

जित्र २८--ट्विधद (४, ५) का दडचिन 

0642 2 353 4 5 6 78 9706 | 72 उठ 44 35 46 

श्र्ट ० 

चित्र ३०--टिपद (१६, ६) का दडतित्र 



प्रसामान्य बंटन श्३७ 

जो अन्य सब प्रायिकताओं से अधिक है, एक चार सेंटीमीटर ऊची रेखा से सूचित 

किया गया है, यद्यपि विभिन्न प्रतिदर्श-परिमाणो के लिए इस मान ३3 को ग्रहण करने की 

प्रायिकताएँ अछूग-अछूग है । आपने यह देखा होगा कि जैसे-जैसे प्रतिदर्श परिमाण 

बढ़ता जाता है वैसे-वैसे दड-चित्र के दड एक दूसरे के पास आते जाते है। यदि इन 

बडो के सिरो को मिछाती हुई एक बक रेखा खीची जाय तो जैसे-णैसे प्रतिदर्श- 
परिमाण बढ़ता जाता है वैसे-वैसे इस वक्त की शक्ल घटीनुमा वक्त की जैसी होती 
जादी है। 

इससे भी अच्छी तुलना दो दण्डो के बीच के मानों की तत्सवधी सचयी 

प्रायिकताओं से हो सकती है जो इन द्विपद वटनो और प्रसामान्य बटनो के आधारपर 

परिवछित की जासे जिनके गाघ्य और प्रसरण द्विपद वठन के माध्य और प्रसरण के 
हो। नीचे ॥, 208, ३8, 47, 58, 68, पक, 9 7# 

बरावर हो। नीचे सारणी में बज 6 0 6 एप 6 5७ ये या 

# पर दिपद वटन और भप्रसामान्य वटन की सचयी प्रायिकताएँ दी हुई है। 
आये की सारणी से यह प्रत्यक्ष ज्ञात होता है कि जैसे-जैसे प्रतिदर्श परिमाण बढता 

जाता है द्विपद-वटन का सचयी प्रायिकता-फलन अधिकाधिक प्रसामान्य वटन के सचयी 

बरवारता-फलन के बराबर होता जाता है। इस उदाहरण में हमने # और 4 को 

हिपद वटन के लिए बराबर रखा था। यदि # और 4 में अतर बहुत अधिक हो तो इन 
दोनो फलनो के बरावर होने के छिए बहुत अधिक प्रतिदर्श परिमाण की आवश्यकता 
होगी । 

$ ८५ घुटियों का वंटल 

वैज्ञानिको ने यह देखा है कि चाहे कितनी भी होशियारी से माप लिया जाय, 

माप में कुछ-त-कुछ त्रुटि रह ही जाती है। 

मान छीजिए कि एक पंमाता है जिसमें एक इच के दसवें भाग पर निशान लगे 

हुए है । यदि हम इसकी मदद से किसी वस्तु को इच के सौवे हिस्से तक नापना चाहते 

है तो यह काम हमारे लिए इस पेमाने से करता सभव नही है। यदि हमारे पास 

कोई पंमाना नहीं हो तो हमें इच के दूसरे दशमलव स्थान को अनुमान द्वारा प्राप्त 

करना होगा। यह कैसे हो सकता है कि यथा अक का ही अनुमान छगे ? गछती 

होना अवश्यभावी और स्वाभाविक है। यद्यपि छबाई वही बनी रहती है तो भी एक 

ही मनुष्य उस ही वस्तु को बार-बार नापने पर इस अक क्रा अल्य-शल्य अनुमान 
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प्रसामान्य वंटन १३९ 

लगा सकता है। यदि अनुमान छगाने की इस क्रिया को बार-बार दुहराया जाय 

तो वास्तविक माप और इस प्रकार अनुमानित माप के वीच के अतर (जिसे मापत्रुटि 
कहा जा सकता है) का वटन किस प्रकार का होगा ? अनुभव के आधार पर यह जाना 

गया है कि इस वटन का एक अच्छा सन्निकटित रूप प्रसामान्य वटन है । 

यह देखा गया है कि यदि हम किसी भी कार्य में बहुत अधिक ययार्थता प्राप्त करने 

का प्रयत्त करते है और इसके होते हुए भी कुछ त्रुटि हो जाती है तो यह त्रुटि प्रसामान्य- 

चर होती है। इसका सबसे अच्छा उदाहरण किसी छोटे से निश्ञानें पर गोली मारने 
का प्रयत्न है। इस उदाहरण पर पहिले भी हम किसी दूसरे प्रसग में विचार कर चुके 
हूँ। यहाँ हवा का ज़रा-सा झोका, बतावट में जरा-सा अतर, बदूक को साथधे हुए हाथ 
का तनिक-सा कपन अयवा अन्य कोई भी कारण चुटि उत्पन्न कर सकता है। श्रुटियो 

के प्रसामान्य चर होने का यही कारण बताया जाता है। विभिन्न कारणों से जो त्रुढियाँ 

होती है उनके विभिन्न वटन हो सकते है परतु समरत प्रेक्षित चुटियो की सख्या इन सब 

विभिन्न सुठियों की सल्याओ का योग होगी । जैसा हम द्विपद घर के लिए देख चुके 
हैं, यह सिद्ध किया जा सकता है कि इन अनेक चरो के योग अथवा माध्य का वटन 

प्राय प्रसामान्य होगा। 

विभिन्न कारणो के सचित प्रभाव का एक कौतूहलू-जनक उदाहरण एक व्यक्ति 

की लछबाई है। जन्म संबंधी उपादान कारणों के अछावा, जो शायद सबसे अधिक 

महत्वपूर्ण है, सैकडो अन्य कारण व्यक्त की ऊचाई पर प्रभाव डालते है। ऊपर के 

तक के अनुसार यह आशा की जाती है कि व्यक्तियों की ऊचाइयो का वटन प्रसामान्य 

होना चाहिए और प्रेक्षण द्वारा यह देखा गया है कि यदि काफी बडे प्रतिदर्श में 

मनुष्यों की ऊचाइयो का प्रेक्षण किया जाय तो मालूम होगा कि इतका वटन ऊूगभग 

प्रसामान्य है। 

गाउस (09055) ने इस वटन को पहिले त्रुटियो के वटन के रूप में ही खोजा था। 

इस कारण इसको त्रुटियों का वटन ([9७० ० ८८०४७) अथवा ग्राउस का वदन 
भी कहा जाता है। आपको यह कौतूहल होना स्वाभाविक है कि इस प्रकार के जटिल 

बटन का विचार किस प्रकार शुरू में कसी को आया होगा। आपके इस कौतूहल को 
बात करने के लिए इस वटन की सेद्धान्तिक व्युत्पत्ति की रूपरेखा हम नीचे दे रहे है । 

$ ८६ गाउस के चुटि-वटन की व्युत्पत्ति 
मान छीजिए कि किसी वस्तु का वास्तबिक माप & (म्यू) है। इस वस्तु को 

यदि # बार नापें तो हमें विभिन्न माप २७२७, #, पाष्त होगे | यदि हमें माप ८ 



हेड साल्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

प्राप्त होता है तो इसमें नृदि (5/--/) है । हम इस चुटि को &+ से सूचित करेंगे। 

इस तरह 

सस्शानाए + सक्क्श्थमछ +. आततजिफाए)॥ 

डबयानतओक बा ४६ + ंबततलिलाओ 
थदि हम नुटि के परासत (एथ॥ष्ट०0) को छोटे-छोटे अतराला में विभाजित कर दें 

जिन सबका परिसाण ८७: हो तो माप के 2 और 2+ /४८ के बीच में पाये जाने वी 

प्रायिकता दो अवयवो पर निर्भर करती है। 

(१) अतराल का परिमाण 8: 
(२) जुटि का प्रायिकता घनत्व फलन जो श्रुटि विशेष £ से सबधित है। इसे 

हम / (<) से सूचित करेंगे। हमारा उद्देश्य इस फछन_ (&) का पत्ता चलाना है। 
इस फलन के बारे में पहिले हम दो अभिषारणाएँ (90५४७]9 0८७) लेकर चलते हैं । 

(१) ८ के जिस मान के लिए इस फठल का माने महत्तम हो जाता है बह है ४८ 

(२) ज्या ज्यों ४ का मान बढ़ता जाता हे त्या-त्यो/ (2) का मान कम होता 
जाता है और शून्य की ओर अग्रसर होता जाता है। 

ये अभिधारणाएँ अनुभव पर आधारित हैं। यदि हम सावबानी से किसी वस्तु 

का यथार्थ माप प्राप्त करने की चेप्टए करें तो यह स्वाभाविक है कि कम जुदि होने की 
प्रायिकता अधिक और अधिक त्रुद्धि होने की प्रायिकता कम होगी। बहुत अधिक 

जूदि होता प्राय असभव है, इसलिए ऐसी घटना के लिए औ () का मान शूल्य॑प्राप 
होता ही चाहिए । 

सदि & और २--/४ 2 के वीच में प्रेक्षित माप के पाये जाते की प्रायिकता को 77 

से सूचित करें तो 

प्र /(00 2 (8०) 

यदि समस्त मापों की सस्या # हो, तो < और <४+ /६८ के बीच के माषों की 

प्रत्याशित सख्या 

मीट ++ */(>)८2< « (8९ 

यदि ये सव च्रुटियाँ एक दुसरे से स्वतत्र हो अर्यात् एक माप के ज्ञान से दूसरे मापों 

के बटनों में कोई अतर न पडे त्तो इन बिचलनों के सचय (००प्राणपराक्षा०7) की 

प्राधिक्ता ।, इन विभिन्न प्राथिकताओ का गुयत्तफल होगी । 



प्रसाम्ान्य वठन श्थ्र् 

॥ है] ल्ण 90. (८) 6५) 

ऊपर के समीकरण में दोनो और का लघुगणक (0पाए) टेने पर 

ड़ ॥.नटट[०४ /ए्े+४ ०2० | (89) 
फल 

लघु-गणक को परिभाषा 

यदि आप लपुगणक के उपयोग से परिचित नही है तो आपको यह जानने की 

इच्छा होगी कि लघुगणक क्या होता है। 

आप सस्या ८ से तो परिनय प्राप्त करही चुके है । 08 !. की परिभाषा निम्न 

लिखित समीकरण द्वारा दी जातो है। 

लैंड ६... प्, (8 70) 

इसो प्रकार ८१ ३ क्त (8 77) 

ऊपर के समीक रणो का गुणा करने पर हम देखते है कि 

हि ए.+ण्ड्रॉध _ जज (8 72) 

इस प्रकार दो या जधिक सल्याओ के मुणवफछ का छघुग़णक उनके पृथक् पृथक 
रुघुगणकी का योग होता है । लूघुगणक के इसी गूण का ऊपर |0१ १. के परिकलत 

सें उपयोग किया गया है। 
हम निम्नलिखित प्रतिवधा (८5४४79४००) को दृष्टि में रखते हुए फलन 

(८) का चुनाव करते हूँ 
(१) फलन _() प्रायिकता का घनत्व फलन है। इसलिए ० के पूण्णे परास- 

७० से ६ ००-ें / [>) का समाकल (एप्ट्शप्श) अयवा विभिन्न फलनेरे का योग २ 
डोना चाहिए 

०० 

_एलककस | 



श्डर् साह्यिकी के सिदधात और उपयोग 

(२) इन त्रुटिया का भाध्य शून्य है 

5 ०- (हम 
(३) 7, या 70१ 5. इन 22७ &० आदि मापा के माध्य के लिए महत्तम 

हो जाती है । 

अवबकरू की परिभाषा-- 

यदि 7/(<८) कोई सतत चर हो और उसका मान +>-४ पर महृत्तम होता हो 

तो यह सिद्ध कियर जा सकता है कि-- 
0६.. #(०+/)-7६») - करू ० 

॥ ० 

और , अक८0) द 
[-> 0 

!70 #(6--#॥)--7*7(४' ६ 37४)--२#(४--४ सब कमी मी ॥. 0-20... ९५ -ट७-2०-१ 
हो तो हम कहते है कि फहून 7(५८) का ४-८ पर अवकलन [पंपीदिलाधशाणा) 

किया जा सकता है और इन अनुपातों के सीमान््त सानो को जो बरावर हूँ हम ४5८० 
पर #(«) का अवकल (वासध्चिध्यप्॒र्श ८०८पि००ण)) कहते हैं। इसको # (७) से 

सूचित क्या जाता है। इस प्रकार & के विभिन्न मानों के लिए विभिन्न अवकल 

प्राप्त किये जा सकते है और ये अवकल भी % के फलन समझे जा सकते है जिन्हें 77 (४) 

अथवा 27७0 से सूचित करते है । 
पड 

पर 408/00)___? 0७ यह सिद्ध किया जा सकता है कि: का पल क्र इस कारण 

ऊपर के समीकरण को निम्नलिखित रूप में रखा जा सकता है (875) 

५ &)२० जहा #ु ०.) "+ 4? (<2/7ल दि $ (<) हा $ (०५) ( धर (पके 

अब हम एक और जवधारपा स्वीकार कर लेते हैं । वह यह है कि ढ़ (८) को 

एक घात श्रेणी [0ए८ए 5८7८४) के रूप मे रखा जा सकता है सनी 

हू (2) नत का्नीशिदने कटी ने [8 79) 



प्रसामान्य बटन श्डेडे 

जहा ८७८३ 4५ इत्यादि एसे अचर (८००४:४7७) है जो समीकरण 

3 6 (2,)-० को सतुष्द कर सके। 
कल 

क्योकि $ (>>क्लब०व 2४+वद + 

त् ् रू गम 
ड्ड़ (2, क्7ह0 नी 27 जे यफेण्ओ ली निव 2 कीने 

ड्न लय शत सन 

चल (88) 

यह समीकरण तमी सतुप्ट हो सकता है जब उसके हर एक पद का मान शू य हो 
यदि 6, को छोडकर अय ८७ ८9 ८ इत्यादि सव शू य हो तो मी यह सतुष्ट हो जायगा, 

क्योकि 

(8 79) 

परतु हम जानते है कि यदि 02/ (2) 5 न्जि र+-०४ ० हो 

जहा (: कोई भी अचर है तो 2०80. £/« हो जाता है । 

इसलिए ऊपर के समीकरण में हम यह मान सवते हैं कि 

न बटर 
आपको याद होगा कि हम यह अवधारणा छेकर चले थ कि / (2) का महत्तम 

मान ८-० पर होता है और जैसे जैसे < का मान दूय से अधिकाधिव' अतर पर होता 
जाता है वैसे ही वैसे # (2) का मान शू य की ओर अग्रसर होता जाता है। यह पैमी 

हो राकता है जब 6; एक ऋणात्मक सख्या हो। इसलिए हम ४; के स्थात पर - फल 

लिख सकते है-- 



श्ड्ड सारिपकी के सिद्धान्द और उपयोग 

था [रण 
हद डी लच €ट 

+ ०० 

परवु | ट्िबए पर 7 

न छ्क 

स्थ208 ० हा जभी (2० शक 
९ ८ ++ (2६८ >६ 7च्ता 

०9 

०० 
श्ञ + २०० 

क्योकि यह ज्ञात है कि | हु 2 

०० 

5 55 मा 

ध््क्ान 

>7/2०2 

और /(«) र+ न्ख्र्द्व ड़ 

आप यह तो पहिचान ही गये होगे कि यह् फलन एक प्रसामान्य चर का घनत्व 

फलन है जिसका माध्य शून्य और मानक विचलन ० है। 

$ ८'७ परिकल्पनाओं की जाँच में प्रसामान्य बँटन का उपयोग 

अब आप कई परिस्थितियो से परिचित हो चुके है जहाँ यह् आशा की जा सकती 

है कि वटन प्रसामान्य होगा । आप यह भी समझ चुके हूँ कि प्रसामान्य वटन कया 

आविष्कार त्रुटियो के वटन के रूप में किन अवधारणाओं को लेकर हुआ था। यह 

क॒दाचित् आप समझ गये होगे कि किसी वढन के माध्य और मानक विचलन का विद्येप 
महत्त्व क्यो है। यदि हमें किसी यादुच्छिक चर के माध्य और मानक विचलन ज्ञात हूँ 

और यदि हम एक काफी बडा प्रतिदर्श इस चर के छिए लेते है तो हम जानते हैं कि इस 
प्रतिदर्श के माध्य का वटन क्या होया । आइए अब हम देखें कि इस वटन का उपयोग 
कुछ परिकल्पनाओ की जाँच के लिए क्सि प्रकार क्या जा सकता है! 



प्रसामान्य बंठन श्ड्पू 

उदाहरण (१) आसाम की एक जाति में मवृष्यो की ऊंचाई का बडे पैमाने पर 
अध्ययन किया गया। पता रूगा कि ऊवाई का वितरण प्रसामान्य है जिसका माध्य 

* फुट 6 इच और मानक विचलरूत 2*5 इच है। कुछ इतिहासकारो का मत है कि यह् 

जाति राजस्थान के एक विजशेप भाग से रूगभग दो सौ दर्प पहले आसाम में आयी थी । 

यह राजेबिदित है कि इस जाति के छोग जाति के जन्दर ही विवाह करते हैँ । भौर 

राजस्थान के उस भाग के लोग भी अन्य जाति या विदेशियों से विवाह नही करते ! 
प्राणि-विज्ञान के ज्ञाताओं के अनुसार मतुप्य की ऊचाई वश्ानुगत गुणो पर ही अधिक 

निर्भर करती हैं। इसलिए यदि इतिहासकारो के मत में कुछ सच्चाई है तो इन दोनो 
जातियों के मनुष्यो की ऊचाई का वितरण एक-सा होना चाहिए । यदि इसमें अतर हो 
तो इतिहासकारों के मत से विश्वास उठ जायगा। 

अब हमें इतिहासकारों के मत को एक साख्यिकीय परिकल्पना का रूप देना होगा 

जिसकी जाँच को जा सके । यह साह्यिकीय रूप निम्नलिखित हो सकता है । “राज- 

स्थान के इस विशेष माग की जाति में मनुष्यो की ऊचाई का वितरण प्रसामान्य है जिसका 

माध्य 5 फुट 6 इच और मानक विचलत 2'5 इच है ।” इस निराकरणीय परि- 

कल्पना की जाँच के लिए इस भाग की जनसख्या से एक यादृच्छिकीकृत प्रतिदर्श लिया 

गया जिसमें 700 मनुष्य थे। इन मनुष्यो की ऊचाई नापी गयी और इस प्रतिदर्श 

में ऊचाइयो के साध्य का कलन किया गया। हसने प्रसामान््य वितरण के बारे मे जो 

कुछ अध्ययन क्या है उससे हमें यह मालूम है कि +न(् )श वितरण 7९(०7) 
गए शक 

है जहाँ % प्रतिदर्श-माध्य, ७ समष्टि-माध्य, ० समृप्टि का सानक विचलन और +# 

प्रतिददें-सख्या है। इस उदाहरण में 

# नूर $ फुट 6 इंच 
० ++ 2'$ इच 

# करू 700 

प्रतिदर्श की ऊ्रेचाइयो का माध्य 5 फुट 7 इच पाया गया। अर्यात् उल्न्5 फुट प्र 

इच और ४--ल्ता इंच 

१० 



श४६ सांह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

2५ (०, 7) की सारणी में देखने से हमे ज्ञात होता है कि इतना बडा या इससे भी 

घड़े मान हरे की प्रायिक्ता ० ०0505 से कम है । इस कारण हमें इस निराकरणीय* 

परिकल्पना को कि राजस्थान के इस भाग की जाति के मनुष्यों की ऊँचाई का वितरण 

भ्रसामान्य है--जिसका माध्य 5 फुट 6 इच और मानक विचलत 2“5 इंच है- 

स्थागने को बाध्य होना पडेगा, परन्तु यह परिकल्पना इतिहासकारों के मत का ही निष्कर्ष 
है । इसलिए इसको त्यागने का अर्थे है यह समझना कि इतिहासकारों कम मत गलत है 

पाठको का ध्यान इस ओर गया होगा कि यह परिकल्पना केवल इतिहासकारों 

के मत पर ही निरभंर नही है, बल्कि प्राणिविज्ञान के ज्ञाताओ के सत से सवध रखती है॥ 

आदि उनका मत प्रमाणित नही हो चुका है और उसमें सदेह की कुछ गुजाइश है तो इति- 

हासकार यह कह सकते हूँ कि इस जाँच से सह निष्कपं भी निकल सकता है कि प्राणि- 

विज्ञान का यह मत ठीक नही है। इस भ्रकार एक ही प्रयोग के नतीजे की व्याख्या 

भिन्न-भिन्न लोग विभिन्न तरीकरे से कर सकते है | ऐसी स्थिति में हमादी जाँच अर्थद्ीव 
हो जाती है। यह जाँच उसी समय कुछ अर्थ रखेगी जव जिस मत की हम पुष्टि अथवा 
खण्डन करना चाहते हैँ उसके अतिरिबरत और किसी भी ऐसे मत पर निराकरणीय 

परिकल्पना निर्भर न करे जिसकी सच्चाई में सन्देह हो। 
उदाहरण (२) एक कारखाने में किसी विशेष मशीन के लिए छठे (०05) 

बनती है । मशीन के लिए इन छडो की रूस्बाई १५ सेंटीमीटर होना चाहिए। इसलिए 
कारखाने मे यही उद्देश्य सामने रखा जाता है ! परन्तु मनुष्य, मशीन और माल के कारण 

कुछ-न-कुछ त्रुटि होना सभव है। अत यह समव नही है कि प्रत्येक छड॒ की लम्बाई 

डीक 75 सेंटीमीटर ही हो--न कम न ज्यादा। यदि इन छड़ो का निर्माण-कार्य बिल्कुल 
“नियत्रित है तो यह देखा जाता है कि इनकी लम्बाई का वितरण प्रसामात्य होता है 

जिसका माध्य 75 सेंटीमीटर और भानक विचलन ०7 सेंटीमीटर है। है 

एक दिन किसी यादुच्छिक रूप से चुने हुए समय पर 76 छडो का एक प्रतिदर्श 
लिया गया। इन सवकी लम्बाई नापी गयो और उनके माध्य का कछन किया गया। 

यह माध्य 757 सेंटीमीटर था। जब तय यह करना है कि 75 सेंटीमीटर से इस माध्य 

का अतर क्या यह इंगित करता है कि निर्माण-कार्य इस समय नियत्रण से बाहर था। 

प्रयोग द्वारा जिस परिकत्पना के बारे में यह निर्णय करना होता है कि वह 
(निराकरण करने के योग्य है अथवा नहीं उसको निराकरणीय परिकल्पना (णणः 

399०:४८»५$) कहते हूँ । 



प्रसामान्य बटन श्डछ 

इसको तय करने के लिए पहिले हम इस निराकरणीय परिकल्पना से आरभ करेगे 

कि निर्माणकार्य नियत्रित था। इसका अर्थ यह होगा कि यह प्रतिदर्श एक समष्टि में से 

लिया गया है, जिसका वितरण प्रसामान्य 7 (75, ०7) है। आइए, हम देखें कि 

इस प्रयोग में £ का मान क्या है। 

ह-८ 
ग्द् 

-_ 75 7-775 ० 
ठप 

हब 

काठ 

स्व 
£ के इतने अधिक या इससे भी अधिक मान होने की प्रायिकता हम पहले उदाहरण! 

में ही मालूम कर चुके है। हम यह भी जानते हैं कि यह इतनी कम है कि निराकरणीय' 

परिकल्पना को त्याग देता ही उचित मालूम देता है। इसलिए यह समझा जा सकता 

है कि निर्माण वास्तव में नियत्रण से बाहर था। 
उदाहरण (३) मनुष्यों की बुद्धि को नापने के लिए एक प्रकार का परीक्षण 

तैयार किया गया है जिसे बुद्धि-परीक्षण (77620०९2००८० ५०४६) कहते है। इसमें 

2०० या 30० छोटे छोटे प्रश्न पूछे जाते हैँ जिनके उत्तर एक निर्दिष्ट समय मे देने होते' 
है। इन उत्तरों पर नम्बर दिये जाते है और यदि किसी को इस परीक्षा में 60 प्रतिशत 

से कम नम्बर मिले तो उसे असतोपजनक समझा जाता है। एक विश्वविद्यालय की 

ओर से 20 वपं पूर्व इस परीक्षा का उपयोग हजारों विद्याथियो पर किया गया था। 
यह देखा गया कि दस प्रतिशत विद्याथियों का परीक्षा-फल असतोपजनक था। इस 

वर्ष इस परीक्षा का उपयोग 64 विद्याथियो पर किया गया था। इनमें से केवछ पॉँच' 

ऐसे थे जिनका परीक्षाफल असतोपजनक था। 
एक वैज्ञानिक का कहना है कि इस प्रयोग से यह मालूम होता है कि कुल मतुष्यो 

में बुद्धिमान मनुष्यो का अनुपात जितना 20 वर्ष पूथ था उससे आज अधिक है। यहाँ 

बुद्धिमान् मनुष्यो से वैज्ञानिको का तात्पर्य उन मनुष्या से है जिन्हें बुद्धि परीक्षा में 60 
प्रतिशत से अधिक नम्बर मिले । हमें यह देखना है कि इस वैज्ञानिक का कथन कहा 

तक युक्तियुक्त है। 
पाठक निइचय ही यह सोचचेंगे कि ऐसी स्थिति में द्विपद-वटन का उपयोग करना 

चाहिए, क्योकि हमें यह जाँच करनी है कि इस प्रतिदर्श में बुद्धिमान् मनुष्यों का जी 

अनुपात है उतना या उससे अधिक अनुपात होने की प्रायिकता क्या है। यदि यह समझः 



डड८ट चाटिपकी के सिद्धाग्त और उपयोग 

लिया जाय कि अब भी समध्टि में अनुपात 90 प्रतिद्यत ही हैं तो पाठका का यह 
विचार ठीक है। परन्तु दिपद-बटन के प्रयोग में कुछ कठिनाई है। जैसा कि पहले 

लिखा जाचुका है 2४ क 50 से जधिक मान वे लिए टविपद-वटन वी कोई सारणी अस्ठुत 

नही है। इसलिए द्विपद-वरन के प्रयाग के लिए स्वय इस प्रायिकता का कलन दरना 
हागा। यद्यपि यह दठिन नही है परन्तु इसमें बहुत समय लगेगा। इस कारण द्विपद 

चने के स्यान में हम इस बटन के कसी सन्निक्टन (ब्कूएमणाएग्प्णा) का 

उपयोग कर सकते है जिससे ऊपर दी हुईं निराक्रणीय परिवल्पना की जाँच कुछ 

पमिनता में ही हो सकती है । 
द्विपद-वटन का माध्य है 

रैंप 7-56420 70 

64 

इसका मानक विचलन है २/)ए३ १-४८ 6२०79%०5० 
नत85>0 30 

बन्2 4० 

इसलिए ड्र्स दिपदन्वटन का संत्रिक्टन एक प्रसामान्य वटन से किया जा सकता ह्दै 
जिसका माध्य 6 4 और मानक विचल्न 2 4 है । क्यार्ति विद्याथियों वे इस प्रतिदश 

में अमतोपजनक फल पानेवाछा की सख्या # का यह वटन है 

इसलिए ८ “-- 6 4 क्षव बटन घ्सामान्य है जिसका माध्य ० और मानक 

“'विचलन 3 है 

/ का़्रेक्षित मान है +5+-7८4. 
24 

हक मकर ५ 

ड्द 
म7-+5० 583 

£ कया इतना कम या इससे भी कम मान के होने की प्रायिकता 3०% से भी 

अधिक है। इसलिए यदि कम-बुद्धिमान् मनुष्या की प्रतिशतदा अब भी 70% ही हो, 

फिर भी हम सो बार में तीस वार यह उम्मीद कर सकते है कि 64 विद्यार्थिया के प्रहि- 

<दर्श में 5 या उससे भी थोडे कम-बुद्धिमान् विद्यार्यी पाये जायेंगे । यह श्रायिकता इतनी 



प्रसामान्य बदन श्४९ 

अधिक है कि इस प्रयोग से इतना बडा निष्कपं निकाल लेना युक्तियुक्त मालूम नही 

होता कि अब वुद्धिमान् मनुष्यों का अनुपात बढ गया है। 

यद्यपि प्रसामान्य वटन के अनेको और विभिन्न उपयोग है, परन्तु आप अब तक 
परिकल्पना की जाँच में इसके उपयोग को काफी समझ चुके होगे। और अधिक उदा- 

हरण देने की आवश्यकता नही है, क्योकि चाहे किसी विज्ञान में या किसी परिकल्पना 

की जाँच के लिए इसफा प्रयोग किया जाय सिद्धान्त और तरीका बही रहेगा । 

परल्तु यदि आपका दृष्टिकोण आलोचनात्मक है तो आपको प्रसामान्य बटने 

और प्वासा वटन के उपयोग के बारे में एक सदेह अवश्य उठा होगा। इन उपयोगों मे 

जापका ध्यान इस ओर गया होगा कि कई वार मूल समस्या यह नहीं होती कि प्रतिदर्भ 

एक विशेय प्रसामान्य अयवा प्वासों समष्टि से लिया गया है। बल्कि बह केवफ 

संमध्टि के माध्य अयवा मानक विचलन से सवध रखती है। प्राय सभी उदाहरणो 

में हमने यह कहा है कि एक बहुत बडे प्रतिदर्श के आधार पर हम यह जानते है कि वटन 

प्वासो है अबवा प्रसामान्य है या वह आयताकार है। लेकिन यह स्पष्ट है कि इस बड़े 

प्रतिदर्श में चर का वटन ठीक प्रस़ामान्य अयवा प्वासों होना असभव है। इस प्रतिदर्ण 

में चर के वास्तविक बटन और ग्रणितीय बटन में अन्तर के महत्त्व को मापने के लिए 

भी तो कोई परीक्षण होना चाहिए। इसका विवरण हमे अगले अध्याय में देंगे जिसमें 

हमारा परिचय एक नये वटन #£वटन (काई-वर्ग वटन) से होगा। जिस समस्या 
का यहाँ हमने उल्लेख किया है उसके अछावा अन्य समस्याओ के सुलझाने में उसके 

प्रयोग का वर्णन भी वहाँ किया जायेगा। 

सारणी संख्या 82 

प्रसामान्य वटन 7४ (७, ०) के कुछ प्रतिशतता बिंदु 

[जब 50 235[70|05 

ये 6$॥3 96 | 2 33|2 58 

विस्तृत सारणी के छिए देसिए 

+इच्फ्पव्य प्रचंड 00 फाग्ट्टाव्यं, 88॒प5ग्रप्ण् 404 2थ८वेप्गै 

मेठ९ाला कर छष्यद् शाते शवष्ट 



पर |३,. 2० जि 
2 ट प् हः कर 3. 

८ 3) 
/ 2 

७५३ _/हञ 722 
यम हट कतलक 8 ञ्ज 

5. /९,4४ ५: अध्याय ९ 2 

>2-बेंटन 

$ ९१ यादुच्छिक चर के फलन कर वटन 

मान रीजिए कि एक यादृच्छिक चर 2८ का घतत्व-फलन # (७) है। यदि £ (2) 

इस चर का कोई एकस्वनी* (707000श८) फलन हो तो इस फलन का घतत्व- 

फछन क्या होगा ? यदि हम इसको / (<) से सूचित करें तो 

“शीत ग7. 27[£<ह(2)<४+ 6] 
6-० हट 

न 7[ ०? (0 <>5< 6१ (:+- 6) ] 
ज>0 

यहाँ €? (&) से हम >४ के उस मान को सूचित करते हैं जिसके लिए € (<)-क४ऋ 
हो। क्योंकि हमें & का घनत्व-फलन ज्ञात है, इसलिए 

#7[287? (७ <2< &7 (४+# 6) ) 
का परिधिकन किया जा सकता है। (देखिए $ ४२१) 

8 ९२ #£ का बंठन 

ऊपर दिये साधारथ नियम का एक बहुत ही सरल उदाहरण वह है जब 

3 0-5 २0 
7 (5२-६८ & और --९८७ 

बच ५४ ह्फदा+#क ९ जज धृफकटनठ 0-0 टीह्ू+।..] 

*यदि ८ का कोई फलन ४ (>) ऐसा हो जिसका मान : के बढने के साथ विना 

चडे वढता जए्म अथवा बिना बढ़े घटता जाय तो उस फलन को » का एकस्ववी 

फलन कहते है । 



>-बटन रद 

यदि 6 बहुत छोटाहो तो 0१भौर 0 के अन्य ऊँचे घातों (90७०५) की उदेक्षा 

की जा सकती है। 

कु ४ ह्मह रत गई के 

>एहचश्॑ेौेड-+ 6 ] > ए [#* 36 श व्टिअट को ] 

ए हि <्<छ +] 6 अर शु 

अव8आ[/ (8) +/ (-)) ७० 
यदि >ु का बटन !९ (०, ) हो तो 

2[+<ह१<५+ 6] ++३ 6 थोः फ्रिदि मय व सा हा] 
शव श्ह्ह 

5३९०-28 4 
्थश्क 

«» यदि # का बटन !ए (०,) हो तो ऊँ? का घनत्व फलन 

+ 00 + टन वि ७) 
थ्ग 

यह वटन य स्वातज्य-सल्या (8८87९८ ० ६९९९०४ 7) वाला #?-वटत कहछाता 

है। जिस चर का ऐसा बटन होता है उसे ग्प चर रहते है! 
३ 

३९३ 2, चर की परिभाषा 

इस प्रकार के # स्वतत्र 2, चरा के योग को »,, से भूचित करते है और इस 

चर को # स्वातत्य-सख्या वाला :८*-चर कहा जाता है। यह सिद्ध किया जा सकता 

है कि इस चर का घमत्व-फलन ६, (८) निम्नलिखित होता है। 

न "०2 (93) 3 
हल हु (9) कु कु 



श्पर साब्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

यहाँ [१ (2) निम्नलिखित समाकल [गशंट्ट्ा) का मान है 

) || न्ध अन्य 

यह स्पष्ट है कि &,, केवल धनात्मक मान ही धारण कर सकता है और सब पनात्मक 

माना को घारण कर सकता है। क्योंकि /, (४) इस यादृच्छिक चर का घनल- 
फटने है इसलिए 

ण्छ डृ -, 

(जाके कोट *  कचछट 2 

090 

यानी है कट 6 कऋकटओ () ७94) 
0 

सह फल # के प्रत्येक मान के लिए सत्य है। 

$ ९४ 2»- बटन के कुछ गुण 

यदि >£ का वटन ग है तो 

न मा 2 
£& (52)5- | 7 ॥ अं  आ 2 2 हे सके हु 

3 (82. 

चल कप) खा 7) 

3. (+] 

7 है (5) 



>-वटम श्प३ 

[' («) एक फलन है जिसमें कुछ विशेषताएँ है। उनमें से एक यह है कि 

॥' (४-|7)55% [' (&) | यह &के सव धनात्मक मानो के लिए सत्य है। इसलि 

(०) _/ ? ६ (// के 
| ( हट ) ५ के ि ( >> ) 

प्र एडो बल (935) 

इस प्रकार हम देखते है कि किसी #>बटन का साध्य उसकी स्वातज्य- 

सख्या के बराबर होता है। 

(2). 7 50) - £& (5) -- #ः (2) 
00 

के (52) -+ कि 
| 

कु ५ जे 
न्ज्य्च्र3., २२५ 

>' भी) 

(४+-4) 

ड्ढ ९ बंड 

५ जय हर 
गः इश्क) 

28. ॥#+2 हद जि, 22 

>कछे ७ २४) 
न| # (४--2) 

» 72 (ह) हू ४ ए+ओ-ह 

नशा (90) 
४ 

(3) दो स्वततन्र %- चरो का योग 

"मान लीजिए कि >, काई »,- चर है और >, कोई »,, चर है और ये 

दोनो चर एक दूसरे से स्वतत्र हैँ! इतको क्रमश #; तथा ४० चरो का योग समझा जा 

सकता है जो एक दूसरे से स्वतत्र हो और जिनका बटन श् की जाति का हो। इसलिए 

2२2 ड़ 
च््म का एक इन दो चरो का योय का, एक 2 2 

इसी प्रकार कई स्वतत्र #-चरा का योग भी #-चर होता है और उसकी 

स्वातत्य-सख्या इन विभिन्न >-चरो की स्वातत्य-सख्याओ के योग के बराबर 

ड्ोवी है। 

चर है। 



श्प्ड साएि्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

$ ९६"५ समष्टि को पूर्ण रूप से विनिदिष्ट (5८७९) करनेवाल्यी परि- 

कल्पनाओ के लिए :- परीक्षण 

यदि निराकरणीय॑ परिकल्पता समप्टि को पूर्ण रूप से विनिर्दिष्ट करती हो और 
यदि इस समपष्टि से चुना हुआ एक यथेप्ट परिमाण का यादृच्छिक प्रतिदर्श आप के पास 

हो तो इस परिकल्पना की जाँच आप कंसे करेंगे ? माम छीजिए कि परिकल्पना यह है 

कि समष्टि 2५ ((., ०) है। इसके लिए एक परीक्षण का परिचय आप प्रसामान्य 
बटन के उपयोग के सबंध में पा चुके हैं। परतु वह परीक्षण किसी हृद तक समरष्दि के 
माध्य ७ से अधिक सबंध रखता था। यदि प्रतिदर्श का माघध्य ८ के वराबर अथवा 

उसके अत्यत निकट होता तो सम्टि के प्रसामान्य न होते हुए भी हम्र उस परीक्षेण 

द्वारा परिकल्पना के विरुद्ध फैसला नहीं दे सकते थे । यदि समप्टि प्रसामान्य भी होती 
परतु उसका वास्तविक प्रसरण परिकल्पित प्रसरण ०* से वहुत अधिक होता तो भी 

वह परीक्षण इसकी जाँच नही कर सकता था। निश्चय ही आप ऐसे परीक्षण की 

खोज में होगे जिसका सबंध पूरे बटन से हो व कि केवक उसके माध्य से । ऐसा एक 

परीक्षण सास्यिको ने खोज निकाला है। यह न केवल प्रसामान्य अथवा प्वासो बदनो 
से सबंधित है वरन् प्राय किसी भी वटन से सबधित परिकत्पना की जाँच के 

लिए उपयुक्त है। इस परीक्षण में £- बटन का प्रयोग किया जाता है और इसके 
लिए काफी बडे प्रतिदर्श को आवश्यकता होती है। 

मान लीजिए कि यादृच्छिक चर जितने मान धारण कर सकता है उन सबके कुक 
(5०४) को & से सूचित किया जाता है। मान लीजिए इस कुक को 7 भागों मे 

विभाजित कर दिया जाता है, जिनको क्रम ७,, 5५, , &+ से सूचित किया जायगा। 

उदाहरण के लिए यदि यादृच्छिक चर का वटन द्विपद है जिसके प्राचक (फशवथ्याटाल्ा5) 

6 और # है तो & निम्नलिखित मानोदाला कुक है-- 

0, 7, 2, 3, 4 5 और 6 

यही वे मान है जो कि ऊपर दिया हुआ द्विपद चर धारण कर सकता है। इन स्ति 

मानो के कुछक को सुविधानुसार कई भागो में विभाजित किया जा सकता है॥ यथा, 
मान छीजिए पहिले भांग मे ०, 7 और 2 हैं, दूसरे में 3, तीसरे में4 , और चौथे में 5 
तथा 6। यें भाग परस्पर अपवर्जी (#्रणाण्शाह> व्खटॉपशर८ट) तथा तिशोधी 
(ल्प्रंप्राड0 ९८) हैं अर्थात् 3 का अत्येक्त मान किसीन्न-क्सिरे भरद सें सरिमिल्ित 

हो गया है। 



2*-बेंटन श्ण्ण् 

हम यादृच्छिक चर के बटन के आधार पर उसके इन विभिन्न भागों में होने की 

“प्रायिकता का परिकलन कर सकते हैं| ये प्रायिकताएँ निम्नलिखित है 

2 (8055 (-:)7+-6 (-# #+75(-कछेफः 
# (8))-5 2० (योफी 
2 (35 25 0-४7 
# (8) 6 -फ/निकछ 

यदि हम £? (&,) को |४ द्वारा सूचित करे तो 

4 
 #चागः 
कन्न् 

बयोकि ये कुलक परस्पर अपवर्जी तथा नि शेपी है । 
मात छीजिए कि # परिमाण का एक याद्च्छिक प्रतिदर्श चुना जाता है और इन विभिन्न 

कुलको में चर के प्रेक्षित मानो की सख्या क्रमश 9,, 9५,» 9 है। 

हमारा पहिला उद्देश्य तो एक ऐसे माप को मालूम करना है जो प्रतिदर्श-बटन 
तथा परिकल्पित वटन के अतर का आभास दे सके। परिकल्पना के आधार पर प्रतिदर्श 

में प्रत्याशित बारबारता क्रमश 
0 मंपत 

थी। जो माप हम चाहते है उसे स्पष्टतया इन प्रत्याशित वारबारताओं और प्रेक्षित 

“बारबारताओ के अतरो का फलन होना चाहिए । इस प्रकार का एक फलन 
निम्नलिखित है 

3 (४१%) 
2८*--स- 2 

न्फुः 
ः 

कन्अशभ््गत “- न ना (97 मक्का 

काल पियरसन (५7 7००८४४००) ने यह् सिद्ध किया था कि इस ऊपर लिखित 
साप की कुछ विद्यपताएँ है। जैसे-जैसे प्रतिदर्श परिमाण # को बढाया जाय इस माप 

कावटन ऐसे 2८० बढत की और अग्रसर होता जाता है जिसकी स्वातत्य-सख्या (--) 

है। इस बटन की उपरपत्ति ( (70०४ ) यहाँ नही दी जा रही है। 

इस गुण के प्रयोग से एक और परिकल्पना-परीक्षण तैयार कर सकते है जिससे 
इस परिकल्पना का परीक्षण किया जा सकता है कि यादृच्छिक चर के विभिन्न कुछको 



१५६ साह्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

में होने को प्रायिक्ताएँ कम्श 9५, 93, » # हैं। यह निराकरणीय परिवल्पना 

स्वय एक विशेष वटन पर आधारित हैं। यदि इस्र मिराक्रणीय परिकल्पना को सदेह- 

जनक समझा जाता है तो इस आधार वटन पर सदेह होना भी स्वाभाविक है । 

भान छीजिए ञ्टँ (४) द्वारा हम उस मान को सूचित करते हैं जिससे अधिक 
त्न्यु 

होने की प्रायिकता--क्मी हू... चर के लिए -- 9 प्रतिद्यत है। यदि # इतना 
श््ू 

छोटा हो कि इतनी कम प्रायिक्ता वाली घटना का होना प्राय असमव समझा जाय और 
डे ड़ 

यदि प्रततिदर्श-परिमाण इतना अधिक हो कि & को एक %£ चर मानता जा सके 
हज 

तो हम आशा करते है कि यदि परिकल्पना सत्य है तो > का माल& (0 
गन 

से अधिक नही होगा। यदि >%* का प्रेक्षित मान % हु (2) से अधिक हो तो 
कर 

हम परिकल्पना पर सदेह करने और उसको त्यागने के लिए वाध्य हो जाते हैँ । इस 
स॒ख्या £ को इस परीक्षण का सार्थक्ता-स्तर ([८ए८] ० अ(ग्रा८.८८) कहते है & 

४ 
$ ९६ »7 वटनों की सारणो 

अनुभव से ज्ञात हुआ है कि यदि प्रतिदर्श-परिमाण इतना अधिक हो कि प्रत्येक 

अत्याशित आबूत्ति 9५ पाँच या पाँच से अधिक हो तो हम &-बटन का प्रयोग कर 

सकते हूँ । यदि किसी कुलक में प्रत्याशित वारवारता पाँच से कम होती है तो उस कुक 

को समीप के किसी अन्य कुंछक से मिला दिया जाता है जिससे इस बढे हुए कुलक में 
प्रत्याशित बारबारता पाँच या उससे अधिक हो जाय । साझि्यिको ने इस प्रकार के 

परीक्षण के लिए एक सारणी वना रखी है। इसमें 7 से ३० तक की स्वाततज्य-सस्याओं 

वाछे #- वटनों के लिए, तथा # के विभिन्र मावो के लिए रे (४) के मान दिये 

हुए हैं । इस सारणी का उपयोग केवल उसी स्थिति में किया जाता है जब स्वात्य- 

सब्या (+--7) तीस या तोस से कम हो । यदि यह तीस से भी अविक हो तो हण 

रोनाल्ड ए किशर द्वारा खोजे हुए इस गुण का प्रयोग कर सकते हैं कि # के बडे मानो के 

लिए ९/ 2783, का बटन प्राय प्रसामान््य होता है और उसका माध्य 3 उन 

तथा प्रसरण 7 होता है। 
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$ ९७ आइए अब हम दो-तीन उद्यहरणों द्वारा इस सिद्धान्त को अच्छी 

तरह से समभ ले 

उदाहरण (१) कुछ छागा का विश्वास है कि विभिन्न ग्रह और अन्य जाकाशाय 
पिड सप्ताह के अलग-अलग दिनो पर राज्य वरते है। बे ये भी विश्वास करते है 

कि इन ग्रहा का वर्षा पर अछूग अलग प्रभाव पडता है। इस तरह वे आजा करते है 
कि यदि कुल वर्षा के दिनो की जाच की जाय तो माछूम होगा कि उनमें सोमवार की 
अपेक्षा इतवार अधिक है, मगलवार की अपेक्षा सोमवार अधिक है इत्यादि। यानी 
विभिन्न वारो को बारबारताएँ भिन्न भिन्न होगी। हम यहाँ उपयुक्त भूल विश्वास को 
विवेचना नहीं करना चाहते वरन् उस विश्वास से सबचित बर्षा के दिनो के बारे में 

एक साख्यिफीय परिकल्पना की जाँच से ही सतोप कर ऊंगे। 

हमारी निराकरणीय परिकल्पना पत्र, यह है कि वर्पा की रविवार सोमवार, 

मंगलवार, बुधवार, बृहस्पतिवार, झुक्रवार एवं शनिवार को होनें की प्रायिकताएँ 

समान है। यदि इन प्रायिकताआ को 7, 78 /७ /५४ /5 /% और ै/& से सूचित 
किया जाय दो छू, यह है कि 9, +२ 20 5 39 १२8५ 5८४ न 9४ सत 9 सन #े 
और इसका निष्कर्ष यह है कि यदि हम पिछले कई वर्षो के दिनो के ऑकडो का विश्छेषण 
करें तो उप सप्ताह के प्रत्येक बार का प्रतिनिधित्व ऊमभग समान होगा । 

प्रयोग---किसी विशेष स्वान के मौसम वैज्ञानिक वफ़्तर (60७०० ०८, 
०0८) से हम पिछले 30०7 वर्षा के दिनो का विश्लेपण करके उनमें विभिन्न वारो 
की वारवारता का पता लगायेंगे। 

सा्यकता-स्तर (व व ह९#गव्व॥०्ट) 

हम यह पहिले से ही तय कर छेते है कि यदि प्रेक्षित बारबारताओ की इस परि- 

कल्पना के आधार पर परिकलित प्रायिकता पौव प्रतिशत से कम होगी तो हम परिकल्पना 
का त्याग कर देंगे। इसलिए इस प्रयोग का सार्यक्वा-स्तर 9 5 प्रतिगत है 

मस्वीकृति-क्षेत्र (90% थी वश्ध्दात्त) 

यदि #-का प्रेक्षित मान 8 के सारणी में दिये हुए पाच प्रतिशत बिंदु 42 592. 

से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिकल्पना उप, को त्याग देंगे अबबा उसे अल्वीकार 

करेंगे। 

(देखिए सारणी सलया 9 8) 
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आँकडे (079)-- 
वर्षा के दिनो की सात कुलका में विभाजित किया गया है। हर एक कुछक सप्ताह 

के एक विशेष वार की हुई वर्षा से सवधित है । नीचे सारणी में इन कुलका में प्रेक्षित 

वारबारताएँ दी हुई हैं । निरकरणीय परिकल्पना के अनुसार हर एक कुल्क की प्रत्या 

शित बारबारता 2$2+-- 63 है 

सारणी सख्या 94 

पिछले 307 वर्षा के दिनों में विभित्त वारो की घारबारता 

[000 | सोमवार | मगलवार | वुधवार | दृहस्पतिवार| शुक्रवार | शनिवार 

0) | ७ | 088 | ७४ | ७) ( (७॥| 07 
55 | 43 | 37 | 48 | 52 | 34 | 32 | 
विश्लेषण -- 

7 
हॉन अ( 7 #) (देखिए समीकरण 9 7) 

म््.. 8 

तह बेड [ (72+(०१+(-०*१+(9१+ (9?4(-9/+(- 79४] 
चने बैक | 744+0--36-ऋ25+ 74-87 27 | 
न व 
तन 77 349 

फल--क्योकि 2 का प्रेक्षित मान 22 592 से कम है इसलिए इन ऑकडो 

के आधार पर निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करने का कोई कारण नही है । 

उदाहरण (२) 
अब हम फिर उस उदाहरण को छेठे हैं जिसमें हमने इतिहासकारों के मत का 

प्रसामान्य वन द्वारा परीक्षण किया था । इसमें निराकरणीय परिकल्पना यह थी कि 
राजस्थान के एक विशेष भाग के छोगो की ऊँचाई का वटन प्रस्रामान्य है जिसका 

माध्य 5 फूट 6 इच और सानक-विचलन 2 5 इच है । 
हम पहिंले ऊँचाई # के परास (7272०) को आठ भागों में विभाजित करते है 
(3) | < $ फुट 705 इच 

(2) 4 फुट 305 इच € # < 5 फुट + इच 

(3) 5 फुट 7 इच € # < $ फुद 35 इच 
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(५4) 5 फुट 35 इच € # < 5 फूट 6 इच 
(5) 5 फुट 6 इच &€ | < 5 फुठ 85 इच 
(6) 5 फुट 8.5 इच € है << 5 फुट 77 इच 

(7) 5 फूट तर इच &<€ 6 < 6 फुट 3 5 इच 

(8) # > 6 फुट 3 5 इच 

नीचे की सारणी में राजस्थात के उस भाग के एक 200 परिमाण के यादृच्छिक 

भ्रतिदर्श में इन आठ भागो के लिए वारबारताएँ दी हुई हूँ । इन प्रेक्षित वारवारताओं के 

नीचे प्रत्याशित बारवारताएँ भी दी हुई है जिनका परिकलन निराकरणीय परिकल्पना 
के आधार पर किया गया है। 

सारणी संख्या 9.2 
कि 

भाग पर ] 4 56 फल 5 

प्रेक्षित कर हक 
| बारबारता [३ 

प्रत्याशित |... | 
वारबारता ['27(4 28 27 7868 2768 27.27 70| 4 28 | ण्ठ्ा 

र्ल्ल्ज्ड्सल्ंडक कल लड्ड्ॉ्षन्डलढं बज अफकअअककजसससकफसनसफ कललॉयॉ:<३_य न नकऑडईइईक69क्सर5 

33 [65 65 | 78 4 7 
3 भी ० 2 

अस्वीकृति-क्षेत्र --हम ऊपर के ऑकडो के बिश्लेषण से पहिले ही यह तय वार 

चुके है कि यदि प्रेक्षित ० का मान समुचित 2८-- वटन के पा-प्रतिदात-विदु 
में मथिक होगा तो लिराकरमीय परिकल्पना को अस्दीकार कर दिया जायगा । 

हम यह देखते है कि पहिले दो और अतिम दो कुलको में प्रत्याशित बारबारताएँ 
पाँच से कम है। इसलिए :(- का परिकलन करने से पूर्व पहिले, दूसरे और तीसरे 

कुचको को मिक्लाकर तथा छठवें, सातवें और आठवें कुलको को मिलाकर इतने बडे 

अुठक बना लेना चाहिए कि प्रत्याशित बारबारता पाँच ये अधिक हो जाय । इस प्रकार 

कु चार कुलक रह गये और यदि प्रेशित % का सान 2६३ के पॉच-प्रतिदयत-बिदु 

775 से अधिक हो तो हम निराकरणोय परिकल्पना को अस्वीकार करेंगे। (देखिए 
सारणी सख्या 9 8) 

विश्लेषण--- 2८ «--. (2007-37 73)7 _, (60 ०0-768 37// 
उ7 75 68.27 
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+- (55००-68 2707 । (33 ००-३7 73) 
68 27 37 93 

ज_+-ट0 4775 75 + 65839+70०69 
37 73 68 >7 

< 7 85 

गु कयोजि ३ पा ध् 6 

निश्कर्ष--क्योक्ति ८ का प्रेक्षित मान 7 875 से कम है इसलिए इन ऑकडो 

के आधार पर परिकल्पना अस्वीक्ञत करने का कोई कारण नही है । 

$ ९ ८ आसजन-सौष्ठव का >- परीक्षण 

आपका ध्यान सभ्वत एक बात पर गया हो कि ऊपर की निराकरणीय परिकल्पना 

को बिना क्यिी परीक्षण के ही अस्वीकृत किया जा सकता था। किसी भी प्रसामान्य 

बटन में ऋणात्मक मान धारण करने की प्रायिकता घून््य नही होगी जब कि ऊँचाई के 
लिए यह प्रायिकता अवश्य ही शून्य है। ऋणात्मक ऊंचाई अर्थ-शून्य है | वास्तव में 

जब हम यह कहते हैं कि ऊँचाई का वटन प्रसामान््य है तो इसका तात्पये केबल यह होता 
है कि वटन प्रसामान्य वटन से इतना अधिक सादृश्य रखता है कि किसी भी अथ-यूर्ण 

'परास में ऊँचाई की वारवारता का कलन प्रसामान्य वटन के आधार पर करने से कोई 

विद्येप त्रुटि नही होगी। प्राय जब हम समरष्टि के एक विश्येप गणितीय बटन होने की 
परिकल्पना का परीक्षण करते है इसी प्रकार के तक का प्रमोग किया जाता है। कोई 

भी साल्यिक कभी भी गभीरता से यह विच्र नही कर सकता कि यह परिकल्पना 

एकदम यथार्थे हो सकती है। इस परीक्षण का ठात्पयें केवछ यह जानना हूँ कि यह् 
'विशेष गणितीय वटन समप्टि का अच्छा खासा सतोपजनक विवरण दे सकता है अथवा 
नही 

इस प्रकार के परीक्षण को आसजन-सोप्ठव (छ००का८55 ०६ 50 का कर 
परीक्षण कहते हैं । 

$ ९ ९ समष्टि को अपूर्ण रूप से विनिदिप्ट करनेवाली परिकल्पनाओ के 
लिए »- परीक्षण 

ऊपर के उदाहरण में परिकल्पना में समप्टिक के [४ और ० के मानो के द्वारा 
समष्टि को पूर्ण-रूप से विनिरदिष्ट किया हुआ था। कुछ प्रिकल्पनाएँ इतनी स्पष्ट 
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नही होती । वे यह नहीं बताती कि सम्रष्टि क्या है वरन् केवछ उसके रूप (89.8) 
से सबध रखती हैं) उदाहरण के लिए हमारी परिकल्पना यह हो सकती है कि ऊँचाइयो 

का बटन प्रसामान्य है। उसके माध्य और प्रसरण को हम विनिदिष्ट नही करते। 

इस परिकल्पना का परीक्षण >>वटन की सहायता से किस प्रकार किया जाता है, 

यह नीचे के उदाहरण में दिया हुआ है। 

मिराकरणोय परिकल्पना छल, : राजस्थान के एक विशेष भाग के निवासियों 

की उँचाइयो का वटन प्रसामान्य है। 
हि डढ बज 

पूरे इसके कि हम :- परीक्षण का प्रयोग करें, हमें यह माछूम करना है कि कौन 
सा प्रसामान्य वटन प्रतिदर्श वटन से अधिकतम सादृश्य रखता है। इसके लिए सर्व- 

प्रथम हमें प्रतिदर्श-वटन से & और ० का प्राक्कलन करना है। फिर हम इन प्रावकलित 
४४ ४3 

& और ० वाले प्रसामान्य वटन के लिए 7८- परीक्षण करेंगे । 

इसमें %> की स्वातत्य-सस्या कुल कुलको से एक नही बल्कि दो कम होती है। 
स्वातत्य-सख्या के मालूम करने का साधारण नियम यह है कि कुल कुलको की सख्या 
में से उन प्राचछो की सख्या को घटा दिया जाय जिनका प्रावकलन प्रतिदर्श पर ही 

आधारित हो । 
ऑँकड़े--प्रतिदर्श में माध्य 5 फुट 7 इच और मानक-विचलन 2.3 इंच है । 

पिछले उदाहरण की भाँति ऊँचाइयो के परास को चार भागो में विभाजित किया हुआ है । 
(7) | < 5 फुट 4.7 इच 
(2) 5 फुट 4.7 इच &€ #< 5 फुट 7 इच 
(3) $ फूट / इच «६ # उ< 5 फुट 9-3 इच 

(4) # 9 35 फुद 9.3 इच 
इन चार भागो में प्रेशित और प्रत्याशित बारबारताएँ नीचे की सारणी में दी हुई है 

सारणी संख्या 9 3 

लि | ऊंचाई जप हर रह 3 
प्रेक्षित वारबारता । 47 | 63 | 69 | 27 

[37.73 68.27|68.2: :7/3 7 .73| 

ऐप 5 रा जे 3. 

अत्वोक्ृति क्षेत्र--यदि प्रेक्षित £ का मान २५ के पाँच प्रतिझ्त बिंदु 5.997 से 

श्शृ 
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अधिक होगा तो निराकरणोय परिकल्पना को अस्वीकार कर दिया जायगा। 
(देखिए सारणी सख्या 9 8) 

विक्छेवण--- & -+ (47 00-737 73) _ (63 ००--68 27) 
373 73 68 27 

(59 00--68 27)%_| (27 00--37 735 

फ 68 27 थ 37 73 

<- 35 93-22 37 | 27 प्ए-+० 53 
37 75 68 27 

< 5997 

इसलिए इस परीक्षण के आधार पर परिकल्पना को अस्वीकार करने का कोई 
कारण नही है। 

& ९*१० गुण-साहचयें (.45०८०४०७ ० 4/08#/८४) के रिए दो स्वतन 

प्रतिदर्शी *- परीक्षण 

अब हम एक बहुत ही मनोरजक प्रहेलिका वा हल ढूँढेंगे। कुछ गुण ऐसे होते 

है जिनमें परस्पर साहचरय (3550८४४०7) होता है । इसका अर्थ यह है कि यदि किसो 

इकाई में इनमें से एक गुण विद्यमान हो तो उसमें दूसरे गुण के होने की सभावना उस 
भत्य इकाई की अपेक्षा अधिक होती है जिसमें यह पहिला गुण विद्यमान न हो । 

गुण-साहचर्य का एक महत्त्वपूण उदाहरण दीके (770८प०४०7 ) के प्रभाव 

पर विचार करने से मिलता है। 
सब मनुष्यों को दो भागो में विभाजित किया जा सकता है--(१) वे जिनके टीका 

लग चुका हो, (२) वे जिनके टीका न लगा हो 3 
इन सब मनृध्यो को एक दूसरी रीति से भी दो कुछको में बाँदा जा सकता है। 

(१) वे जिन्हें एक निश्चित समय के अन्दर बीमारी हुई हो, (२) वे जिन्हें उसी समय 

में बीमारी न हुई हो । 
डाकटरों का कहना यह हे कि टीका छूगाने से बीमारी से बचाव होता है। उनके 

इस कथन की जाँच करने के लिए साख्यिक दो यादृच्छिक अतिद््थे ले सकता है-- 
एक उन मनुष्यों में से जिनके ठीका छू चुका हो और दूसरा उत मनुष्यो में से जिनके 
टीका न लगा हो ) यदि टीके का कुछ भी प्रभाव बीमारी को रोकने पर नहीं पडता तो 
इत दोनो प्रतिदश्ों में बोमारो का प्रत्याशित अनुपात समान होगा । यदि प्रतिदर्शों में 



>>बटन श्श्रे 

इस अनुपात में कुछ अतर हो तो वह इतना कम होना चाहिए कि उतने या उससे अधिक 

अतर क्के केवछ सयोग से पाये जाने की प्रायिकता बहुत कम न हो। इसके विपरीत 

यदि इन अनुपातो में अतर बहुत अधिक हो अर्थात् यदि दीका रूगे हुए मनुष्यों में बीमारो 

का अनुपात उस अनुपात से बहुत कम हो जो बिना टीका छूगे हुए लोगो में है--इतना 
कम कि यह समझना कठिन हो जाय कि यह अतर केवल सयोगवर् हो गया है--तो 

हम कह सकते है कि इन प्रेक्षणो द्वारा डाक्टरो के कथन की पुष्टि हो गयी है। 

भीचे इसी प्रकार का एक उदाहरण दिया हुआ है जिससे यह स्पष्ट हो जायगा कि 

बडे भ्तिदर्शों में ग्रायिकता का कलन किस प्रकार किया जा सकता है। 

उदाहरण (१) एक रोग मेडो में होता है जिसके कारण अधिकतर रोगी भेडो 
की मृत्युहो जाती है। एकनबीन भौषध का आप्किर हुआ है जिसके लिए यह दावा 
किया जाता है कि वह मेडो के इस रोग को ठीक कर देती है। परतु हम यह जानते हे 

कि इस विज्येप रोग के अतिरिक्त भेडो की मृत्यु के अन्य भी अनेक कारण हो सकते है ! 
इसके अतिरिक्त कुछ भेडें ब्रिता किसी इछाज के भी ठीक हो सकती है । यह सब जानते 
हुए हमें इ औषध के बारे में जो दावा किया जाता है उसकी जाँच करनी है। 

अयोग---पचास रोगी भेडो को---जो इस विश्येष रोग से पीडित थी--यादृच्छिकी- 
करण द्वारा पच्चीस पच्चीस के दो कुलको में वॉट दिया गया। हम इन कुलको को 8 
और छ से सबोधित करेंगे। कुछक & की भेडो का इस औपध द्वारा इलाज किया 
गया और कुलक की मेडो का कोई इलाज नही किया गया। 

जब इन पचास भेडो में से प्रत्येक या तो ठीक हो गयी या मर गयी तो प्रयोग का 
फू निम्नलिखित था-- 

सारणी सल्या 94 
प्रेक्षित बारबारताएं 0, 

तर 4 | कुलक 8 कुछ 

ब्लब्ल (0) | (» | 

नीरोगो की सख्या | (5) | श्य पड । 32 

मृत्यु-सस्या. | (2) ॥ 4. ० ग्ड 

कुछ | छठ 5 50 
कि?ि?ीः?यखरीतययी__-कत_त 



श्द्द्ड सांत्यिकी के छिद्धान्त और उपयोग 

निराकरणोस परिकल्पना 7, ओपध के कारण रोगी भेंड के नौरोग होने की 

प्रायिक्ता में कुछ अतर नही पडता। 

इस परिकल्पना के आधार पर कि औषध से कुछ लाभ नहीं होता, मेड के नीरोग 

होने की प्रायिकता का प्रावकलन स्पष्टतया ई है है। इस प्रायिकता के अनुसार ऊपर की 

सारणी के विभिन्न खानो में प्रत्याशित सख्याए निम्नलिखित होगी-- 

सारणी संख्या 95 

विभिन्न खानो में प्रत्याशित सल्याएँ 5, 

हट 4 | कुलक 
कि नर व पन- जन स्शाट डुल 

मिलिमम्ज मी जनम बब  ( ५ अल लिए /) 20 रिलीज, 
नौरोगो की सल्या | (7) 76 76 32 

मृत्यु-सख्या | (2) 9 9 ड8 

कुल | $% निलडन 3० 

अस्वीकृति क्षेत्र--यह आपने देखा ही होगा कि इस सारणी में एक पार्वीस बार- 

बारताओ के योग 25, 25, 32 और 78 निश्चित हूँ । इस कारण यदि मध्य के चार 

खानो में से किसी एक में सल्या दे रखी हो तो अन्य तीन खानो की सख्याओ का परिकलन 

किया जा सकता है। प्रत्येक खाने के लिए अलूग-अछग प्रत्याशित सख्या का कछन 

आवश्यक नही है। (7, 7) खाने में 76 लिखते ही (7, 2) खाने में 32--76ल्56; 

(», 7) खाने में 25--76-59 और (2, 2) खाने में 78--9:-9 लिखा जा सकता 

है । इस प्रकार प्रयोग के फल में केवछ एक खाने में सख्या निश्चित करने की स्वनेत्रता 
है। अन्य खानो की सख्या का परिकलन इसी आधार पर क्या जा सकता है। इस 

स्थिति में यह दिखाया जा सकता है कि 

3 >- है > (0-79 
मच कचच 



अ-चटय श्६५ 

४ ् डा च्रेध्ि 

का बटन छगमग 2६ है। पहाँ 0, से ताले (+ /) खाने में प्रेक्षित सख्या से 

तथा 5, से इसी खाने में अत्याशित सल्या से है। 
3 |. ० 

इस प्रकार यदि परिकलित »& का मान 20 के पाँच अ्तिशत बिदु ३ 847 

से अधिक होगा तो हम इस परिकल्पना उ7, को अस्वीकार कर देंगे। (देखिए सारणी 

सख्या 9 8) 

मत 50 [फप॑ $) 

ज| 50% 25 
7629 

बन 8 68 

निष्कर्ष--क्योकि > का प्रेक्षित मान 3 84 से अधिक है इसलिए हम झ० 

को अस्व्रीकार करते हैँ। इस प्रकार हम देखते है कि यह प्रयोग औषध के बारे में किये 

हुए दावे की पुष्टि करता है। 

उदाहरण (२) ४067 धर्मोकरण 

समष्टि को दो भागों में बाँटने के बजाय उसे अनेक भागों में बॉटा जा सकता है। 

उदाहरण के लिए (.4) वे व्यक्ति जो न पढ सकते है और न लिख सकते हैं, (5) वे 

व्यक्ति है. जो पढ़ तो सकते है, पर लिख नही सकते, (८) वे व्यवित जो पढना और 

लिखना दोतों ही जावते है) यह भारत की जनता को तीन भागों में वाँटने का एक 

तरीका हो सकता है। 

भारत की जनता को एक और प्रकार से पाँच भागो में विभाजित किया जा 

सकता है। 
(० ) वे व्यक्ति जो कांग्रेस पार्टी के अनुयायी है । 

( 9 ) वे व्यक्ति जो कम्यूनिस्ट पार्टी के अनुयायी हैं। 



१६६ साँल्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

(१ ) वे व्यक्ति जो प्रजा सोशलिस्ट पार्टी के अनुयायी है 

( 3 ) दे व्यक्ति जो इन तीन पादियों के अतिरिक्त किसी अन्य पार्टी के 
अनुयायी हैं । 

(6 ) वे व्यक्ति जो राजनीति में बिलकुल दिलचस्पी नही लेते या जिन्हें कुछ 

दिलचस्पी है भी तो वे किसी मौजूदा पार्दी के अनुयायी नही है । 

इन दो प्रकार के विभाजनो के सयोग से कुल 3 »< $ खानो में जनता के किसी भी 

मनुष्य को रखा जा सकता है। यदि यादृच्छिकीकरण द्वारा चुने हुए व्यक्ति के इनमें से 
किसी एक मे होते की प्रायिकता उन दो विभाजनो में होने की प्रायिकताओ का गुणनफल 

हो जिनके सयोग से यह बना है, तो इस प्रकार के विभाजनों को एक दूसरे से स्वतंत्र 

समझा जाता है। उदाहरण के लिए यदि ऊप॑र के विभाजन स्वतत्र हो तो इस घटता 

की ग्रधिकता कि यादृष्छिकीक रण द्वारा चुना हुआ एक व्यद्त लिखना पढना नहीं 

जानता और उसे राजनीति में कुछ दिलूचरपी नही है निम्नलिखित दो घंटताओ की 

प्रायिकताओ का गुणनफलछ है। एक तो यह कि इस व्यवित को पढना छिखना नहीं 
आता और दुसरी यह कि इसको राजनीति में दिछचस्पी नही है । 

इन गुणों की स्वतत्रता की परिकल्पना के परीक्षण के लिए भी 2८ वटन का प्रयोग 
होता है। यदि एक प्रकार के कुल गुणो की सख्या / हो और दूसरी अक््पर के कुछ गुणों 
की सख्या + हो तो हमें एक 7२८ खानो की सारणी मिलती है। ऊपर के उदाहरण 

में हमे एक 3)< 5 सारणी प्राप्त होती है जिसे नीचे दिया हुआ है। विभिन्न खानो में 

व्यवित के पाये जाने की प्रायिकता या प्रतिदर्श में विभिन्न खानो में प्रत्याशित सख्या को 

माछूम करने के लिए यह आवश्यक है कि हमें एक-पाइवॉय प्रायिकताओ का ज्ञान हो । 
इन प्राथिकताओ का प्राक्कछन पिछले उदाहरण की भाँति एक पाइवीय सख्याओं के 

जोडो से कुल प्रतिदर्श परिमाण का भाग लेकर किया जाता है । 
हम भयीग के केवल उन फछो पर विचार कर रहे हे जिनमें ये एक-पारवीय जोड 

अचर रहते है जेसा इस विशेष प्रयोग में है) इस कारण कसी पवित के (£--5) 
खानो में सख्याओ का ज्ञान होने से हम बाकी एक खानें की सख्या माठूम कर सकते है । 
इसी प्रकार यदि किसी स्त॒भ की (+--7) सख्याएँ हमें ज्ञात हो तो बाकी एक का परि- 
कलछन किया जा सकता है) इस प्रकार यदि हमें (#---3) (+--५४) सख्याओं का 

ज्ञान हो तो सारणी को पुरा किया जा सकता है। साधारण नियम द्वारा प्राप्त २- 

बटन परिकल्पना के अतर्गत लगभग % ८.७ ७7) वटन के बराबर होता है । 



अन-बंटन १६७ 

सारणी सल्या 96 
व्यक्ति के पढाई के स्तर और राजनीतिक झुऊाव की स्वतत्रत्ता 

की जॉच के लिए प्रेक्षित बासर्वारताए 0, 

72६ ः धर 5 | 6 | कुछ 

35: 56" नंद । #$ | 24 | 704 # 

छू | 9 72 75 | 9 | 77 [2०4 

८ वा | ॥8 | था ॥ 34 | 702 | 792 

56 | 4 | ३० 

9 (.4) +ू कल; अमल मल "न 
7(०) जद 2(0*-#ँं+ 2७०) कऋ 

__ 30 >_ 203 
2(9) दा जी (6) 5 ्त्ा 

पं सारणी संख्या 97 
गुणों की स्वतंत्रता के आधार पर ऊपर के प्रयोग मे प्रत्याशित बारबारताएँ 

28 5 2२०($) 2 (।) 
४. ँ मिआर हि तय 6 कुल 

री. 35-360 | 77.648 | 8.528 | 6.240 | 42-224 [704 000 

फ्े 69.360 | 22.848 | 45.728 | 72.240 | 82.824 | 204.00 

८ 65.280 | 27.504 | 75 744 | 77.520 | 77952 । 

कुल 7790.000| 56,000 | 47.०0० | ३0,००० 203.०००(४००.००० 



श्ष्८ साहियको के सिद्धान्त और उपयोग 

८ पय थे 
अस्वोकत्ति क्षेत्र---यदि % का परिकल्ति मान :५ के पाँच प्रतिशत विंदु 75 5०7 

से अधिक होगा तो हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार कर देंगे। (देखिए 
सारणी सख्या 98) 

विश्लेषण --- 

>> 33 (%-क)ः 
का व | 

ने कल के लत 
अब लग 2 22 
कक मी 
मे कक बता 
कप 7 
>> 75 5०7 

निष्कर्ष--हम तिराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करते है--- 

इस प्रकार के परीक्षण को समागता-परीक्षय (८८६८०६॥०४४०.६एथा३) भी कहते 
है । इसमें परिकल्पना यह होती है कि यदि समष्टि को एक गुण के अनुसार विभाजित 

किया जाय तो इत उप-समण्टियो का बटन दूसरे गुण के अनुसार एक समान है । 
उदाहरण के लिए ऊपर दिये हुए प्रयोग में पढाई और राजनीतिक झुकाव में स्वातत्य 

के भर्थ यह है कि यदि कुछ जन-सख्या को राजनीतिक झुकाव के अनुसार विभाजित 
किया जाय तो इस प्रकार के प्रत्येक समूह में बिना पढे-लिखो, केवल पडना जाननेवालो 

और पढता तथा लिखना दोनो जाननेवालो का अनुपात बरावर होगा । इसको सकेत 

में निम्नलिखित ढय से लिखा जा सकता है-- 

2(4[०) ++ £ (5/98) 5 7(5/%) 55 7 (5/०) 5-7 (8/ 6) 

# (8|०) "5 # (8/9) 55? (8/2) 55 2 (8/9) 5 2? (8/ 6) 
2(0/0 ++ # (08) ++ 2 (5/) >5 ? (०/9 +5 ? (८/€) 



2(-बठन श्द९ 

यदि ये अनुपात बरावर है तो हम कह सकते है कि विभित दृष्टिकोणवाले मनुष्यों 
के समूहो को मिला देने पर भी समब्टि पढाई की दृष्टि से ज्यों की त्यो बनी रहती है-- 

अधिक असमाग (०८४:०९०००प७) नही हो जाती । 

$ ९११ प्रसामान्य-वठन के प्रसरण सबधी परिकल्पना-परीक्षण में 
है. 

&ल्यूठन का उपयोग 

जज हि डे 

अभी तक /-वटन के जितने उपयोगा से हम परिचित हुए हैँ उन सबमें यह 

आवश्यक था कि प्रतिदर्श परिमाण ययेष्ट रूप से बडा हो । यदि हमें यह ज्ञात हो कि 

समष्टि प्रसामान्य हैं तया इस बात का परीक्षण करने की आवश्यकता नही है और 

हम केवल यह जानता चाहें कि इस समबष्टि का प्रसरण ०* है अयवा नहीं तो भी 
ड्ढ हे 

हम 7-बटठन का प्रयोग करते हैँ । साधारण रीति से माध्य का अतुमान लगाकर 

ऊपर दिये हुए परीक्षण द्वारा उसे जाँचा जा सकता है। परतु जिस नवीन 

परीक्षण का हम वर्णन कर रहे हँ वह इस विशेष निराकरणीय परिकल्पना के लिए 

अधिक शक्तिशाली है और उसके लिए प्रलिदर्श के बडे होते की आवश्यकता नही है । 

मान लीजिए कि एक प्रसामान्य बटन का प्रसरण ०१ है। यदि इस वटन 

का एक # परिमाण का प्रतिदर्श यादृच्छिकीकरण द्वारा लिया जाय जिसके मान 

20, ४2, - * ०» हो तो यह सिद्ध किया जा सकता है कि 

हक के शा 

डिक ।+ 27% 
के 

] 
का बटन »% 

क्न 
है। यहाँ & से हम ग्रतिदर्श माध्य हि 5 4 को सूचित करते हूँ! 

था 
और 5? उस प्रतिदर्श का प्रसरण है। इस प्रतिदर्शन ($३७५ए८) # दा का 

बटन समष्टि के माध्य ७ (म्य्) से सर्वेथा स्वतत्र है। इस कारण [ के अज्ञात 

होने पर भी रामष्दि की प्रसरण सबधी परिकल्पना का परीक्षण इसकी सहायता से 
किया जा सकता है। 

उदाहरण--एक फंक्टरी में पीतल की छडें बनती हूँ । पिछले घर्षों के अनुभव 
और प्रेक्षण द्वारा हम यह ज्यनते हैं कि इत छड्े की छवाइयो का बटन प्रसामान्य है । 



१७० साल्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

एक ग्राहक को छडो की आवश्यकता है और वह एक हजार छडे खरीदने के लिए तैयार 

है यदि इनकी लूवाई ऊरूगभग बरावर हो । उसका कहना हैं कि यदि इन हजार छडो 

की लरूबाइयो का मानक विचलत ० 2 इच से अधिक न हो तो वह इन्हें खरीदने को 

तैयार है । जब फैक्टरीवाले उसे बताते हैँ कि एक हजार छड्ो के दापने और उनके 

भानक विचलन के क्लन में बहुत समय तथा धनव्यय होगा जिसके कारण छडो की 

कीमत धडाने की आवश्यकता हो जायगी तो ग्राहक इस बात पर राज़ी हो जाता है 

कि दस छडो का एक यादृच्छिक प्रतिदर्श इन हजार छड्ठो में से चुना जाय और उसके 

द्वारा इस निराक्रणीय परिकत्पना की जाँच की जाय कि कुल समष्टि का मानक 
बिचलन ० 2 इच है । यदि प्रतिदश में मानक विचलन का अनुमान ० 2 इच से कम 

आता है तब तो उसे कुछ एत्तराज होगा ही नही । परन्तु यदि प्रतिदर्श का मानव' 

बिचलन ०० इच से इतना अधिक हुआ कि हमें निराकरणीय परिकल्पना को दो 

प्रतिद् स्तर पर अस्वीकार करना पडे तो वह इन हजार छड्गो को चही लेगा । 

सर, हजार छडो की सम्रष्टि का मानक विचछन ० 2 इच है । 

अस्वीक्ृति क्षेत्र--यदि दस छडो के यादृष्छिक प्रतिदर्श से परिकलित 

| का का मात १0५ ड्न्ः ि के दो प्रतिशत बिंदु 9 679 से अधिक हो तो ग्राहक 

छड़ो को लेने से इनकार कर देगा । 
प्रेज्षण--यादृच्छिक प्रतिदश में छडो की लवाइयाँ निम्नलिखित थी-- 

(7) 674 इच (2) 6०३ इच (3) 608 इच (4) 606 इच (5) 6०9 इच 

(6) 60 6 इच (7) 6०३ इच (8) 60 7 इच (9) 6०0 5 इच (70) 6० 7 इच 

30 
विश्लेषण---.. 9) ४६ 5 605 2 इच 

क्न्गह 

३८ न5 60 52 इच 

| 2, (आओ 
0427 

ल्ल ध्द्य [(--० श* +- (--००»* + (००७)? 

-- (००१४)१ +- (० 38) +- (० ०8३ 

न् । 



अ53-वढन 

नी (० 2श* न (7०4७ + (०००१ 
न (०78) | 

दे ब्ष [०5560] 

न्न्न्ग्ठ 9 

१७१ 

निष्कर्ष---क्योकि # धन का प्रेक्षित माने 79 679 मे कमर है इसलिए ग्राहक 

को छड़ो के समूह को खरीदने में कोई एतराज नहीं होना चाहिए । 

इस उदाहरण के साथ हम र- बटन के उपयोगो का बणन समाप्त करते है ) 

इसका यह अर्थ कदापि नहीं है कि इस वटन के अन्य उपयोग नही है ) वास्तव में 

बहुचर (ग्र्रॉपएशा०) बठनों में विशेषकर बहुचर प्रसामान्य वटन से सबधित 

अनेक निराकरणीय परिकल्पनाओ के परीक्षण में इसका उपयोग होता हे । परन्तु 

आप अभी तक बहुचर वटनों से परिचित नहीं है। इसलिए 2 के इस उपयोग का 

बन इस स्थान पर करना उचित नहीं होगा । 

सारणी संख्या 9 8 

कुछ % बटनो के 5 और 5 प्रतिशत बिडु 

5, सल्या 

पर 875। पएा7 347 

9 488 | 73 277 
वार 070 [45 806 

72 592 | 76 872 

5 507। 20 090 

विस्तृत सारणी के लिए देखिए--- 
“89050०ग प्रक्कीं८$ 0 काण॑०छ्टाप्म, 88॒90प्रष्पाप्ग भाप १शव्ताव्श 

घछष्मटएा छ3ए जिफ्रेटट काटे अवप्क 



अध्याय १० 

४-वंदन 

$ १० १ उपयोग 

पिछले अध्याय के अतिम उदाहरण में हमें यह माछूम था कि समष्टि प्रसामान्य 

है। इसके माध्य में हर्मे कुछ रुचि तही थी और न उसका ज्ञान था। हम इस 

समष्टि के प्रसरण से सबधित निरयकरणीय परिकल्पना की जाँच करना चाहते 

थे । इसके विपरीत यह हो सकता है कि हमें यह पता हो कि सम्टि प्रसामान्य है, 

उसके प्रसरण का हमें ज्ञान न हो और हम उसके माध्य सवधी किसी परिकल्पता की 

जॉच करना चाहें । इस परीक्षण के लिए जिस वटन का उपयोग किया जाता है उसे 

/-बटन कहते हूँ । 
ड़ 

$ १०२ £-बटन का प्रसामान्य वटन और ४-बटठन से सबध 
है. 

आइए, देखा जाय कि इस वटद का प्रसाम्रान्य चटन से और %“वटन से क्या 

सबंध है । 

यदि > एक यादृच्छिक प्रसामान्य 2५(०,) चर हो ४ एक >्थ चर हो 

तथा > और ४ स्वतत्र हो तो ओर श४ का सयुकत वटन /(5८)) निम्नलिखित 

होगा । 

(१ 55 -> लय अर के 

भट्ट ड्प्कछ) 
यंदि ८ >२ #/ 3276 हो तो & और »का सथुकत बवेटन 

कु्त ८? (2 

श्र हि को... बना 
>&)5५5८ /८ "ी >> /ह हज #(७४) ८ /कओ (7) कक.“ (०7) 

वयोकि हमें > और 2८ का सयुक्त वटन ज्ञात है इसलिए हम > और <ट के कसी 

फलनत का वटन भी माझूसम कर सकते हैं । यह सिद्ध किया जा सकता है कि यदि 



#-बंटन श्छ्३े 

अर 
85 ल्नल्ई तो 

4 92 4 ) 

शूए< फ्र्क्नू ड़ ] बल 

इसरो रावधित एं का घनत्व-फलन स्पष्टतया निम्वलिखित है-- 

जे ४+] दो 

है86)] फेक ( + ) »* 0.2) 

यह घनत्व-फलन अयवा उसका ऊपर दिया हुआ सचयी बारवारता फलन जिस 
बटन को निरूपित करता है बह् # स्वातन्त्य-ाख्यावाला /-ब्रटन कहलाता है । इसको 

सक्षेप में ;६--वटन कहते है । 

$ १०*३ परिकल्पना परीक्षण 
यदि एक प्रसामाल्य वटत ?४( ५,,० ) में से # परिमाण का एक यादृच्छिक 

प्रतिदर्श चुना जाय जिसमें चर के प्रेक्षित मान 5६५,:९७, /% हो तो यह हम 

पहिले ही देख चुके है कि नकल एक प्रसामान्य ?५४(०.) चर होता है, जहाँ 
१८१ 

२ १३ 
कऔ मय -- न्ध 

का प् पु 

यह भी आपको पत्ता ही है कि * ्रि एक 2»० चर है जहाँ 

करे ल् 2)१ । यह [का दिन (#--&)? । यह सिद्ध क्रिया जासकता है कि ॥/ पर क्या 

| 

वा5' 

“- एक दूसरे से स्वतत्र चर हूँ । इसलिए -- एक ४४. चर _न्य्ज न्ज् (०१०2 

है। इसमें ०/५/४ कद जाता है और हम देखे है कि *- £ ३/+-ा एक 
र्ड 



श्ज्ड साहिपको के सिद्धान्त और उपयोग 

#,- चर है। क्योंकि यह माना पल ९/ ४-7 आधारभूत प्रसामान्य वटन के 

प्रसरण ०? से स्वतत्र है, इसलिए ०* के अज्ञात होने पर हम #,.2- वटन का उप- 

योग समष्टि के माध्य & से सवधित निराकरणीय परिकल्पना के परीक्षण के लिए 

कर सकते है । विभिन्न स्वातश्य-सख्यावाले ।-वटनो की सारणियाँ साख्यिको ने 

बना रखी हूँ क्योकि इस वटन का प्रयोग परिकल्पना परीक्षण में बहुत अधिक ' प्रचलित 
है। जैसे-जैसे /-वटन की स्वातत्य-सख्या बढती जाती है बह प्रसामान्य 2४ (००) 
बटन की ओर अग्रसर होता जाता है। स्वातत्य-सख्या 3० हो जाने पर ये दोनों वटत 

इतने अधिक समान हो जाते है कि इससे अधिक किसी भी स्वातत्य-सख्या के होने पर 
#-बठन के स्थान पर 7५(0,7) बटन के प्रयोग से कोई विशेष ब्रुटि की संभावना 
नही रहती । 

सारणी सख्या 404 

कुछ #-बटनो के 5.0, 2.5, 7.0 तथा 0.5 प्रतिशत बिंदु 

४. हिस्ज | उठ 78 | 27 २ 24 
5-0% बिदु प827 ब530 उबर कथा 
3.55 बड़ 2.779 2 737 र०2:0802 ०6 

| 7.०% दि. 2 नि न 2 578 492 
०5% बिंदु 3 ०५552 9472.978 2, 8372.797| 

विस्तृत सारणी के लिए देखिए--- 

“5धए5पत्बी पत५ क्ण छाण्डलाों, 88प०पॉणार्श गाए ऐसा 

एछल्शणा ७ छल बाते अंध्ा०5 

$ १००४ उदाहरण 

(१) यह कहा जाता है कि अमेरिका-निवासियों की औसत ऊचाई छ फुट है। 

इस परिकल्पना की जाँच के लिए पच्चीस अमेरिका-निवासियों का एक यादृच्छिक 

प्रतिदर्श छिया गया और उनकी ऊँचाइयो को नापा गया। इस प्रयोग का फल निम्न- 

लिखित था+- 
के न्ू 5 फुट 700 इच 

3 मनन ० फुट 0.5 इच 



७2 ८6 82 
#-बटन ४5 श्छ्ष् 

(०५ निराकरणीय परिकल्पना उप0 : ५ ५ 
अमेरिका-बासियों की औसत ऊचाई छ फुट है ।५ #7 बदल 

अस्वीक्षति क्षेत्र जल 
यदि प्रतिदर्श में अँचाइयो का साध्य 6 फुट से इतना कम हो कि निराकरणीय 

परिकल्पना के आधार पर प्रेक्षित अथवा उससे भी कम साध्य होते की प्रायिकता ० 5 

प्रतिशत से भी कम हो अथवा यदि यह माध्य 6 फूट से इतना अधिक हो कि निराकरणीय 

परिकल्पना के आधार पर प्रेक्षित अथवा उससे भी अधिक माध्य की प्रायिकता ० $ 

प्रतिशत य/ उससे भी कम हो तो निराकरणीय परिकल्पता को अस्वीकार कर 

दिया गायगा। इस प्रकार निराकरणीय परिकल्पना के सत्य होने पर भी उसको 

अस्वीकार करने की कुछ प्रायिकला एक प्रतिशत है। 

इस तरह यदि नम | का मात 4, के ० ५ प्रतिश्ञत विंदु 2797 से 
का 

अधिक हो तो हम पते को अस्वीकार करेंगे। (देखिए सारणी सख्या 70 ४) 

जिब्लेषण- ््स्ड च् ग्रा ! फिक्स | सरल 
न्तड८67 

निष्कर्ष- 

--6 फूट 
का प्रेक्षित मान 2 797 से बहुत अधिक 

है, इसलिए हमें ॥7, को अस्वीकार करना होगा। 
इस परिकल्पना की जाँच में हम इस अभिधारणा को छेकर चले है कि अमेरिका 

वासियों को ऊँचाइयों का बटन प्रसामान्य है। यदि यह अभिधारणा गलत हो तो 
ऊपरलिखित परीक्षण का सद्धातिक आधार ही जाता रहेगा। हम यह देख चुके है 

कि समष्टि के प्रसामान्य न होने पर भी यदि प्रतिदर्श काफी बडा हो तो & का वेटन 
लगभग प्रसामान्य होता है। इसी प्रकार देखा गया है कि यदि प्रतिदर्श बडा न हो तो 

जल का घटने रूगभग #, 4 होता है। इस कारण सम्ष्टि के प्रसामान्य न 
4९८ का 

होने पर भी 8, ५ बटन के प्रयोग से जाँच में विद्येप त्रुटि नही होती । 

रा श्र ह 0ीतहिलल 5 
्् 
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$ १०५ एक तरफा और दो तरफा परीक्षण 

ऊपर के उदाहरण में क्जेमः का मान 2.797 से बडा हो या--2.797 से 
-- 7 

छोटा ही, इन दोनो ही अवस्थाओ में हमने उठ, को अस्वीकार करने का निएचय किया 

था। इस प्रकार के परीक्षण को दो-तरफा परीक्षण (८ए/०-अ८००१ ६८5) कहते है ॥ 

इसके विपरीत कुछ अवस्थाएँ ऐसी हो सकती हूँ जिनमें हम निराकरणीय परिकल्पना 

को केवल उसी समय अस्वीकार करते हैं जब ---..>.. का मान बहुत बडा हो। बहुत 
जस् 

छोटा होने पर अस्वीकार नही करते | इसी प्रकार कुछ अन्य अवस्थाएँ ऐसी भी हो 

सकती है जिनमें निशकरणीय परिकल्पना केवछ उसी समय अस्वीकार की जाती है 

जब उरज्प्रार 278. का मान बहुत छीटा हौ--बहुत बडा होने पर नही । इस प्रकार के 
4/६८ #+7 

परीक्षण को एक-तरफा परीक्षण (आा८-पतं०ते ८८८) कहते है। आइए, अब हम 

एक उदाहरण द्वारा एक-तरफा परीक्षण से परिचय प्राप्त करें। 

(२) एक शरीर-रचना विद्येयज्ष (४0४०775:८) ने गहन अध्यमत के पर्चातू 
यह सिद्धान्त निकाकछा कि साधारणतया मनुष्य का दाहिना हाथ बाये हाथ स्रे अधिक 

लबा होता है। 

निराकरणीप परिकल्पना 77 

दाहिने और बाँयें हाथो की औसत छवाइयाँ बराबर हूँ । यदि दाहिने हाथ की 

लबाइयो की सर्माध्द का साध्य ;७ हो और वायें हाथ की लबाइयो को समप्टि का माध्य 

एक हो तो 

छू तत 82 

अथवा छियाए्थब9०9..*|| (४0.3) 

इसलिए निराकरणीय परिकल्पना को दूसरे झब्दों में भी रखा जा सकता है---दाहिने 

और बायें हाथो की लूबाइयो के अतर की समष्टि का माध्य घूल्य है।” 



4-चेंटन १७७ 

वैकल्पिक परिकत्पना हां, : 

दाहिने और बायें हाथों की ऊघाइयो के अतर की समध्दि का माध्य शूत्य से 

अधिक है। 

सा 88 २० 

यही वह सिद्धात है जो शरीर रचना विज्ञेपज्ञ ने निकाला है। 

प्रयोग--परिकल्पना की जाँच के लिए 6 मनुष्यो का एक यादृच्छिक भ्रतिदर्श 

लिया गया। इस प्रतिदरशश में चुने हुए व्यक्तियों के दाहिने और बाये हाथो की लबाइयाँ 

नापी गयी । 

यदि दाहिने हाथ की लबाइयो के प्रतिदर्श-माध्य वो >घ तथा बायें हाथ की रूवाइयो 

के प्रतिदर्श माध्य को ७ से यूचित किया जाय, प्रतिदर्श के /-यें सतुष्य के दाहिने 
भर बायें हाथ की छबाइयों को क्रमश ## तथा ७ से सूचित किया जाम तो इस 

प्रयोग के फलो को सिम्नलिखित रूप में रखा जा सकता है) 

मेक चर 2फुट 3 0 इच 

9५ 5 2 फुट 05इच 

76 
आच्न्य 

यढ्व ( ( अक्रण-%» )- (व न ु 

6 हि 
्ज्ख ्* ब्न्ज्टि 

कल ठ (%४४--%७ )/--76 ( >४-- ) 

55० 5$> वग इच 

० 3550 प्रा दा इच 

अन्यीकृति क्षेत्र 

यदि जज न लिए “9४75 का मान ६ के पाँच प्रतिशत विदु 
5 हप 

श्र 
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3,753 से अधिक होगा तो विराकरणीय परिकल्पना 7, को अस्वीकार करके हम 

परिकल्पना 77, को स्वीकार करेंगें। (देखिए सारणी सख्या 70.7) 

विदलेयण ( उघ- २६ ) 5 ञ5 _ 0.50%3 87 
ड़ 9 प्रग47 

>> 7.753 

निष्कर्ष 

दोदो हाथों को छबाइयाँ बरुवर होने की परिकल्पना को अस्वीकार करके हम 

कह सकते है कि प्रयोग का फल शरीर-रचना विशेषज्ञ के सिद्धात के अनुकूछ है । 

इस उदाहरण में हमने एक-तरफा परीक्षण का उपयोग किया है। इसमें निरा- 

करणीय परिकल्पना के सत्य होने पर भी उसको अस्वीकार करने की प्रायिकता पाँच 

प्रतिशत है। हम इसमें प्रेक्षित मान को तुलना /-वटन के पाँच भ्रतिश्वत विदु से 

करते हैं । यदि हम दो-तरफा परीक्षण का प्रयोग करते तो प्रेक्षित मान की तुलना 

#-बटन के 25 प्रतिशत विंदु से की जाती। यदि गजल का धनात्मक मान 
4८ #-ा 

इस विंदु से अधिक होता तो तिराकरणीय परिकल्पतो को अस्वीकार कर दिया 
जाता! निराकरणीय परिकल्पना के सत्य होते हुए भी उसे अस्वीकार करने की प्रायि- 

का तब भी पाँच प्रतिश्षत ही होती । /-वटन की भॉति प्रसामान्य वटन के उपयोग 

में भी परिस्थिति के अनुसार एक-ठरफा अयवा दो-तरफा परीक्षण होता है। 

386 % द्वि-प्रतिदर्श परीक्षण (६० 525790० एड) 

पिछले उदाहरण में आपने दो समप्टियो के माध्यो के बराबर होते की परिकल्पना 
की जाँच की थी, परतु इसकी आवद्यकता नही थी कि दोनो समधष्टियो में से प्रतिदर्शों 

का अलग-अलग चुनाव करें, क्योंकि एक ही मनुष्य से दोनो समप्टियों का माप लिया 

जा सकता था। परतु ऐसी कई स्थितियाँ हो सकती है जिनमें दोनो समध्टियों में से 

अलग-अलग प्रतिदर्श चुनने की आवश्यकता हो। 
आदि एक उ्मप्टि में से 90 परिभाण का कौर दूसफ में से ४: परिएएण चग प्रतिदर्द 

यादृच्छिकीकरण द्वारा स्वतत्र रूप से चुना जाय, इन प्रतिदज्ों के माध्य ऋमश 



#-वंटन १७९ 

पर, तथा 5५ हो और दोनो सम्रष्टियो ने प्रसरण बराबर हो वो 

प्र (उनके ) नि ओ---म्जेा 

नत् में [िनध-एि- थी 
च्त्स (६7 (० नी (धड 2) 265 ४४-९७) 

न्न्डे (मा नसकि-म 2-4 (/घ--। ॥ ३) '४(४५-- हि श्र 

् ०, 
कस “- भी पं +२२९००८० 

्् है पु 

सके नल 
श्ि हड 

जहाँ ०* दोनो समप्टियरे का प्रसरण है। प्रतिदर्श माध्यो के अतर के इस प्रसरण 

का सिम्न॑छिखित प्राक्कलन है 

2227 ए+ आर--क28 ९ (&,-&) कं यी/४8 ,५ न नि रर 
न 4] को / 

कि 
जहाँ कर्मों न्त 5 छल-ओओ 

न्त््ति 

॥9 घ 

की चने (ह--म्शो 
म्न्च्चा 

यहाँ पहिले प्रतिदर्श की +--वी इकाई के मान को 5४ तथा दूसरे प्रतिदर्श के |-- 
वीं इकाई के मान को ४६७ से सूचित किया गया है। 

ड़ 

3 कनत 
से विभाजित करने पर जो राश्षि प्राप्त होती थी वह एक #,.3 चर थी। उसी प्रकार 

बदियतिदर्श परीक्षण में (४--४०)--(/ध--४८) को उसके मानक विचलन के ग्रावकल्न 
दशा विभाजित करने से हमें जो चर प्राप्त होता है उसका वटन ई.,५५,- 2 है। 

यदि परिकल्पना यह हो कि दोनो समष्टियों के माध्य बरावर है तो ७/--॥४८5०॥ 

इसलिए इस परिकल्पना के अतगेंत 

एक प्रतिदर्श परीक्षण मे ७-७ को उसके मातक विचलन के अनुमान 
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7 आय. 
६ +७५- ३ कक" ण 

शीश 8352 ] [ 
हा -- हैंड 2 दी पाई 

१/ कप नि-आडक फनी २28 

आइए, अब एक उदाहरण की सहायता से हम इस परीक्षण से भली-भांति परिचित 

हो जाये । 

$ १० ७ उदाहरण 

गन्ने की दो किसमें है---एक भारतीय और दूसरी जावा की | यह कहा जाता है 

कि भारतीय गन्ने की अपेक्षा जावा के गन्ने में चीनी कौ मात्रा अधिक है। इस परि- 

कल्पना की जाँच के लिए दोनो प्रकार के गन्नो के दस दस गद्ठर चुने गये और उनको 
दवाकर रस निकाल कर उनमें चीनी का अनुपात मालूम किया गया। 

निराकरणीय परिकल्पना 7, 

इन दोनी प्रकार के सन्नो में औसतन चीनी का अतुपात वराबर है | 

बैकल्पिक परिकल्पना _ह: 

ओऔसदन जावा के गन्नों में चीनी की मात्रा अधिक है। 

अस्वीक्ति क्षेत्र 

यदि £ ०८ | रथ 7०» 7०> (0--70-2) 
३८ 7०5*+ 7० ३०-+-२० 

ख्थ्नाल्फ 
ह्न्क ज््त्न्ज्् रच 

४८ आजी5 ४ 

का प्रेक्षित मान 8, के पाँच प्रतिशत बिंदु 7 734 से अधिक होगा तो वैकल्पिक परि- 

कल्पना की सुलना में निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकर किया जायया (देखिए 

सारणी सख्या 70०7) 

प्रेज्षम--य्ने के विभिन्न गदुकरो से प्राप्त चीनी की मात्रा (पौण्ड में) सीचे की 

साएणी में दी गयी है। 



चंदन हुड१ 

सारणी संख्या 40.2 
जो... जन नाना तनतझफससस सफर 

भारतीय गन्ना । जावा का गन्ना 

गटुठर सख्या चीगी की मात्रा | गदुठर सख्या | चीनी की मात्रा 

(7) (2) ) (3) __ (4) 
हु; ह 6०] य् १.2 ६ 

] 9 £] कु है 

3 ञ 3 6 

4 ग्र्प् ) 20 

28 5 93 “अब ज९: अ ई 4 अन 
6 6 6 6 

+--+-+++-- का 
प्र 75 प्र 39 

8 2 8 20 

शिलिक ग्फ 9 23 
ग्० 20 70 ञ्7 

अल हा कुल 293. |» न अ9कनन9»+ ओम करन +» «नमन न कक 

विश्लेषण द्रव तन ग85 

३ क २ 393 

व 

< कफ उन 3337 
म्न्च्ा 

व0 
थे #ऊ कना 3785 

ईस्स्ा 
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१४०] 
>+ उ0॥ा नत जे खपैनाफ्तर 

क्न्च्च 

नत 33377-3276 7 

बब्ल अंक की 

० 
प08/ न्+ ज) खाया 

क्च्च्च्पा 

ज्त 3785--3724 9 

ब्नः 607 

शाखा हक 
* ! आर का सन्त प्र 

बानी 7 ड 

न क्र 

36 
3३9 

डे 7734 
'निष्कर्प--बयोकि निकप (८०ा८प709) का प्रेक्षित मान 3 734 से कम है, 

इसलिए इस प्रयोग के आधार पर निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करने का 

कोई कारण नहीं है। 
इस उदाहरण में हमने एक तरफा परीक्षण का प्रयोग किया है। परतु जिस प्रकार 

एक प्रतिदर्श के लिए दो तरफा परीक्षण होता है उसी प्रकार वैकल्पिक परिकल्पना के 

किसी विद्येष दिशा में झुकाव म॒ होने पर द्वि प्रतिदर्श के छिए भी दो-तरफा परीक्षण 

का उपयोग किया जाता है। 

$ १०८ “#-परीक्षण पर प्रतिबध 

यह ध्यान देने योग्य बात है कि इस परीक्षण का आधार यह अभिधारणा है कि 

दोनो समष्टियों के प्रसरण समान हैं॥ यदि प्रसरण बहुत भिन्न हो तो इस परीक्षण का 



/#-बंटन श्८३ 

उपयोग युक्तियुक्त नही है। यह स्वाभाविक है कि आप जानना चाहे कि दोनो समष्टियो 

के प्रसरण वरावर है या नही । यह किस श्रकार मालूम किया जाय ?* दो प्रसामान्य 

वटनो के प्रसरण वरावर है” इस निराकरणीय परिकल्पना की परीक्षा करने के साधन 

वास्तव में साख्यिको के पास है । बिना इस प्रकार के परीक्षण के अयवा बिना 

लबे अनुभव के इस अभिषारणा को कोई भी वैज्ञानिक मानने को तैयार नही होगा । 

आपका यह सोचना ठीक है कि इस अभिवारणा का परीक्षण पहलेऔर ॥-परीक्षण 

का प्रयोग बाद में होना चाहिए । 

इस सय परीक्षण के लिए हमें एक नवीन प्रकार के वटन का उपयोग करवा पड़ता 

है जिसे सथ्व्रट्न कहते हैं । इसक। और इसके उपयोग का सक्षिप्त वर्गन अगले 
अध्याय में दिया गया है। 



अब्याय ११ 

#-बंटन 

8 ११-१ 7--वटन और :८-वटन का सम्बन्ध 
ड़ 

म।न छोजिए कि ऋऔर शए दो यादृच्छिक चर हैं | > का बटन »,। तथा ४ का 

चबठन 2%,, है । तब के ++ क्र का घनत्व-फलन _ (:) निम्नलिखित है-- 
2 

!" ध्स्ड् ८ 

/09 5 [2]2 7 पा लि (पा 

इस बटन को #, तथा #2 स्वातत्य-सख्याओ का >>-वटन कहते हैं । सक्षेप 

में इसे 70, ४७ से भी सूचित करते हैं। इस वटन का प्रयोग बहुत अधिक होने के , 
कारण, साहियिको ने विभिन्न स्वाततश्य-सख्याओ के >र-बढनों के प्रतिशतता-बिंदुओ 

की सारणी तैयार कर रखी है। 

सारणी संख्या 4 [ 

कुछ उ>-बटनो के 5 और 7 प्रतिशत बिंदु 

_ज5 35 तन उबदु 7% बिंदु 
2५,6 | 476 9 प्र 
25 33 3742 

कि | ३०7 4 957 हि 

ित 3 36 507 

25, 5 299 456 

शा | 248 3.64 

० | 3 9 |__ 5736 



ऊ-बढन श्८ट५ 

विस्तृव सारणी के लिए देखिए 

+*इछत्ृंब्तव्ग॑ पक्की ई07 छान, कैश्ाप्पाएर्थश उ0व (०ताएवॉ 
प्रछव्घानए! ऐड छोजाला कावे आंबट5 

$ ११२ परिकल्पना परीक्षण 

मान छोजिए कि दो प्रसामात्य समप्टियाँ है जिनके साध्य क्रमश ७ और ४४ तथा 

प्रसरण कमश ण* और ०४१ है। इन दो समप्टियों में से कमश ४, तथा 88 परिमाण 

के यादृच्छिक प्रतिदर्श स्वतत रूप से चुने जाते है। इन प्रतिदर्शों के प्रसरण क्रमश अ? 

और 522 है 
कैडठय एक डे 

भरत ्टरे एक $ 5 चर है 

#983* श्र 

त्त्या कक एक बज... चर है। 

ये दोनों चर एक दूसरे से स्वतत्र भी हैँ । इसलिए 

>> _ सिर अडठ/ 

+ कागय का गये शिखा पा हैं। 
यदि सिराकरणीय परिकल्मता यह है कि ०-०, तो इसके अन्तगेंत 

६] 8-५7 
कर ब- -08)/' 7 एक 7क-॥,8३-7 चर है। इस गुण का भ्रयोग परि- 

7५59 /#8 2 

कल्पना की परीक्षा के लिए सरलता से किया जा सकता है। यदि प्रयोग में प्रेक्षित 

कका साने 78,-7,89- के एक पूर्व निश्चित प्रतिशतता विन्दु से अधिक हो तो हम 
निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करते है । यदि इस परिकल्पना को अस्वी- 
कार किया जाता है तो द्वि-प्रतिदर्शीय /-परीक्षण युक्ति-सयत नही हैं। यदि परी- 

क्षण द्वारा परिकल्पना को अस्वीकार नही किया जाता तो इसका यह अर्थ नहीं है 

कि उसकी सत्यता सिद्ध हो गयी। इसका अर्थ केवल इतना ही है कि प्रयोग के 

फल परिक्रत्पना के सत्य होने की स्थिति में काफी सभव थे और इस कारण वे 

परिकल्पना के विरुद्ध कोई साक्ष्य नही देते ॥ 

$ ११ रे उदाहरण 
जाइए, अब यह देखा जाय कि इसका उपयोग पिछले उदाहरण में किस प्रकार 

किया जा सकता है। 



श्८६ सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

मनिराकरणीय परिकल्पना उउ0 

भारतीय और जावा द्वीपीय गन्नीं में चीनी के दंटनो के प्रसरण बराबर है । 

बेकह्पिक परिकल्पना उस, 

में प्रसरण बराबर नहीं है । 

अस्वोकृति क्षेत्र 
हि. है. 

यदि झ ++ - यश /9 __ 5) क्षाग्रेक्षित मान 7299 के पाँच प्रतिशत विई 
पर054 9ि कर 

3*79 पे अधिक हो तो वैकल्पिक परिकल्पना की तुलना मे तिराकरणीय परिकल्पना 
को अस्वीकार कर दिया जायगा ! (देखिए सारणी सख्या 7-7 ) 

बविशलयण प्रयोग के प्रेक्षणो के अनुसार 

ज ठग 
54-9 

बट ३-79 

लिष्कर्ष--प्रेक्षणो के आधार पर हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार नहीं 

कर सकते। 

अयोग-विश्लेपण में #--वटन का उपयोग बहुत अधिक होता है। इसका वर्णन 
उन अन्य अध्यायों में दिया हुआ है जिनका सबध प्रयोग-अभिकल्पता और प्रयोग-विहले- 

पण से है। इस ऊपर के उदाहरण के साथ हम परिकल्पना की जाँच के उदाहरणों और 

प्ताघारण परिचय को समाप्त करते है और अब हम अगले अध्याय में परिकल्पना की 

जाँच के साधारण सिद्धातो का अध्ययन करेगे ! 



अध्याय १२ 

परिकल्पना की जाँच के साधारण सिद्धान्त 

६ १२१ जाँच की परिचित विधि की आलोचना 

अब तक परिकल्पना की जाँच की मनोरवेज्ञानिक पृष्ठभूमि को आप भली-भाँति 

समझ गये होगे। हम पहिले किसी प्रतिदर्शश ($2059८) की स्थापना करते 

हूँ जिसके मान के आधार पर हम परिकल्पता को स्वीकार अथवा अस्वीकार करेंगे। 

इम् प्रतिदर्शन को परिकल्पना-परीक्षण का निकप (८४४८८४०7) कहा जाता है। 
आपमें से कुछ छोगो को यह विचित्र छगा होगा कि इस जॉच के लिए हम इस निकय 

के प्रेक्षित मान की प्रायिकता का कऊून नही करते, किन्तु इस घटना की प्रायिकता का 
कलन करते हैं कि निकप का मान या तो उपर्युक्त प्रेक्षित मान के बराबर हो अथवा 
उससे भी अधिक हो । कदाचित् आप अस्पष्ट रूप से इस तरीके के आधार को समझते 
हा। परन्तु कुछ पाठक ऐसे भी हो सकते है जिन्हें साख्यिक पर सदेह हो कि बह 

जानवूश्षकार केवल आसानी के छिए ही इस प्रकार से प्रायिक्ता फा कलून फरता है 

तथा इसमें यूकित कुछ भी नही है । 

फिर भी यह तो स्पष्ट ही है कि किसी भी सतत वटने में, उदाहरण के लिए एक 

प्रसामात्य बठन में, किसी विशेष मान के प्रेक्षण की प्रायिकता शून्य है। असतते वढन 
में भी यदि चर सैकडो मान घारण कर सकता हो तो किसी भी विशेष मान को धारण 

करने को प्रायिकता बहुत छोठी हो सकती है॥ इस कारण केवल प्रेक्षित घटना की 

प्रायिकता के छोटे होने पर यदि हम निराकरणीय परिकल्पना को अस्वीकार करने का 

निर्णय करें तो प्रयोग करने की कोई आवश्यकता ही नही है। क्योकि यह स्पष्ट है 

कि चाहे प्रयोग का फल कुछ भी हो उसकी ग्रायिकता बहुत ही कम अयवा शून्य होगी 
और इस कारण हम उसको अस्वीकार कर देंगे। 

$ १२२ अस्वीहृति क्षेत्र 
वास्तव में यदि हम परिकल्पना को पाँच प्रतिशत स्तर पर अस्वीकार करने का 

निश्चय करते है तो हमें एक अन्तरा अथवा भानो के एक कुछक को परिभाषा 



श्थ्ट सांटियिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

देनी होगी जिसमें प्रेक्षित मान के पाये जानें की प्रायिकता परिकल्पना के अन्तर्गत 

पाँच प्रतिशद हो । इसको अस्वीकृति-क्षेत्र अयवा संशय-अंतराल (८मंप्तंत्थ:व्छांठ्) 
कहते है । यदि प्रेक्षित मान अस्वीकृति-क्षेत्र में पाया जाता है तव हम निराकरणीय 

परिकल्पना को अस्वीकार करते है, अन्यथा नही | इंस प्रकार यदि परिकल्पना वास्तव 

में सत्य हो तो गलती से उसकी अस्वीकार करने की प्रायिकता पाँच प्रतिशत रह जाती है । 

मान लीजिए, हम प्रतिदर्श माध्य और प्रत्याशित माध्य के अन्तर को (४--) 

से सूचित करते हूँ । यदि हम अस्वीकृति-क्षेत्र को इस प्रकार चुनें कि जब 

--#+5४ हो तब तो हम परिकल्पना को अस्वीकार कर देंगे, परन्तु जब यह अन्तर 

बहुत अधिक हग, जैसे 3 या 4, तब हम परिकल्पना को अस्वीकार नहीं करेंगे तो 

यह मतोवैज्ञानिक दृष्टिकोण से अनुचित होगा। यह स्वाभाबिक है कि अस्वीकृति- 
क्षेत्र में प्रेक्षित और प्रत्याशित मानो के अन्तरो को व्यक्त करनेवाली सख्याएँ बडी- 

बडी हो और यदि कोई विश्ञेप सख्या इस क्षेत्र में विद्यमान हो तो उससे बडी सब सख्याएँ 

भी अस्वीकृति-्षेत्र में ही हो! 

$ १२३ एक तरफा परीक्षण 

गदि किसी के पास एक ऐसी वैकल्पिक परिकल्पना है जिसके अनुसार हम घतात्मक 

अन्तर की आशा कर सकते हूँ । तब प्रश्न केवल निराकरणीय परिकल्पता की जाँच 

ही नही है। बल्कि निराकरणीय और वैकल्पिक परिकरुपनाओ में से एक का चुनाव 

करना है। इस प्रकार की स्थिति में स्वाभाविक है कि हम एकतरुफ़ा परीक्षण का प्रयोग 

कर। 

$ १२४४ विभिन्न निकपों से अ्य-अलग निष्कर्ष निकालने की संभावना 

ऊपर लिखे तक कई लोगो को सतोपग्रद और यथ्चेष्ट मालूम हो सकते हैं । फिर 

भी परिकल्पना परीक्षण के सिद्धान्तों का व्यवस्थित विकास आवश्यक है। एक ही 
प्रतिदर्श के प्रेक्षणो से ऐसे अनेक श्रतिदर्शन (5:2050०) बन सकते हैं जिनके 

वटनों को हम' निराकरणीय परिकल्पना के अन्तर्गत जानते हो। यह समय है कि 
यद्यपि किसी एक प्रतिदर्शन के दृष्टि-कोण से परिकल्पना को अस्वीकार किया जा 

सकता है परन्तु किस्ली दूसरे प्रतिदर्शज के विचार से उस परिकल्पना को त्यागने का कोई 
कारण दृष्टिगोचर न हो। ऐसी जवस्था में हमें यह जानना आवश्यक है कि क्सि 

प्रतिदर्शंज के भाधार पर परीक्षण करें। 



परिकह॒पता की जाँच के साधारण सिडान्त १८९ 

एक उदाहरण के द्वारा हम ऊपर के कथन को स्पष्ट कर देना चाहते है। मान 

लौजिए कि हम जानते है कि समस्टि प्रसामात्य है और उसका मानक विचलन ० है। 

हम इस निराकरणीय परिकल्पना का परीक्षण करना चाहते हैं कि उसका माध्य ७ है। 

इस परिकल्पना के लिए हम एक परीक्षण का वर्णन पहले ही कर चुके हैं जिसमे प्रतिदर्श- 

माध्य ; और ७ का अन्तर एक विश्येप मान से अधिक होने पर हम परिकल्पना का 

त्याग करते है। इस परिकल्पना की जॉच का दूसरा तरीका निम्नलिखित भी हो 

सकता है। 

हम यह जानते है कि एक प्रसामान्य समष्टि के माध्य और माध्यिका बराबर होते 

हूँ । इसलिए किसी प्रेक्षित राशि के ७ से कम होने की उतनो ह्वी प्राथिकता है जितनी ७ 

से अधिक होने की । इसलिए परिकल्पना के अनुसार यह जाश्या की जाती है कि प्रति- 

दर्श में जितनी राशियाँ | से छोटी होगी उतनी ही « से बडी भी होगी । इस कारण |» 

से बडी राशियों की सख्या बहुत अधिक होने पर अथवा बहुत कम होने पर भी हम परि- 

कल्पना का त्याग कर सकते है । इस प्रकार प्रसामान्य बटन के माध्य के |६ होने वे लिए 

ऊपर लिखे दो परीक्षण हो सकते है जो एक-दूसरे से भिन्न हैं । हो सकता है कि एक के' 
अनुसार परिकल्पना अस्वीकृत हो और दूसरी के अनुसार नही हो। उदाहरण के लिए 

यदि 

ण्ब्ठ न] 

स्च्क मान-्25 

मच्च्ा5 #इस्त्ा0 

जहाँ > प्रतिदर्श माध्य और # प्रतिदर्श परिमाण है। #; उन प्रेक्षणों की सख्या 
है जिनके मात ७७-८5 से कम हैं तथा #५ उन प्रेक्षणो की सख्या है जिनके मास 5 से 
अधिक है। जिस द्विपद बटन के प्राचछ 25 और 3 हो उसके द्वारा १५ के य 5 या इससे 
भी अधिक होने की प्रायिकता का कलन किया जा सकता है। 

अपूर्ण छ-फलन सारणी के अनुसार यह प्राधिकता ० अशप्रधा है। यह 
इत्तनी अधिक है कि इसके आधार पर परिकल्पना को अस्वीकार करना सभव नही है। 

किन्तु दूसरी ओर हें पता है कि परिवल्पना के जन्वगेल नफ् का बटन ए( 7) 

है, इसलिए परिकत्पता-परीक्षण ध््गफ्ड को निकप मानकर भी किया जा सकता 
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है। किन्तु दूसरी ओर हमें पता है कि परिकल्पना के अन्तगेत प्ग का बदल 

2४(०,7) है इसलिये परिकल्पना-परीक्षण ४ ++ | कान ॥8। निकष मानकर भी 

किया जा सकता है। और प्रयोग में £ #र जो 
25 

बल 2.5 

भ्रसामान्य बटन के अनुसार निकपष £ के 2.5 अथवा उससे भी अधिक होने की प्रायिकता 

5% से कम है। इस कारण हमर प्रसामान्य समष्टि के माध्य के मात के 5 होने को 

अस्वीकार करते हैं। 

इस प्रकार एक ही प्रतिदर्श पर निर्भेर दो परीक्षणों के नतीजे अलग-अलग होता 
सभव है। इस दशा में यह जानना आवश्यक है कि निर्णय किस परीक्षण पर आधा- 

रित होना चाहिए। यह स्पष्ट है कि यदि हम 5% के स्तर पर परीक्षण करते है तो 
परिकल्पना के सत्य होते हुए भी उसके अस्वीकार किये जाने की च्ुटि की प्रायिकता हर 

एक परीक्षण के लिए समान होोगी। इसलिए इस प्रकार की त्रुटि के कम या अधिक 
होते को हम परीक्षण चुनने के लिए निकष (८पट्य००) नहीं मान सकते। मीमन 
भर पीयरसन ((घ८)्शा८ ४०४४ 72८०:5०४) ने इसके लिए एक अन्य निकप का घति- 

पादन किया है तया उसके ऊपर परिकल्पना-परीक्षण के सिद्धान्तो का एक ढाँचा खडा 

किया है। इसका वर्णन आगे के कुछ पृष्ठो में किया गया है। परन्तु प्रो० रोताल्ड 

फिशर और उनके अनुयायियो की एक अन्य विचारधारा है जिसके अनुसार वैज्ञानिक 

अध्ययन में नीमन और पीयरसन द्वारा प्रतिपादित विचार-पद्धति युक्तिसगत नहीं है। 

इसलिए प्रो० फिशर को विचारधारा का भी सक्षेप में वर्णन किया जायेगा | 

$ १२५ नीमन-पीय रसन सिद्धान्त 

नीमत-पीयरसन सिद्धान्त का आरम्भ इस प्रेक्षण से होता है कि किसी भी परि- 
कल्पता-परीक्षण के उपयोग में दो प्रकार की श्रुटियाँ सभव हूँ। उनके अनुसार परीक्षण 
के अत में दो ही फल हो सकते है । या तो हम परिकल्पना को स्वीकार करें अथवा 

अस्वीकार कर दें ॥ यदि परिकल्पना सत्य न हो और हम उसे स्वीकार कर लें अथवा 

बह सत्य हों और हम उसे अस्थीकार कर दें---इन दोनो ही स्थितियों में हम भूल करते 
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है। इनको सिद्धान्त में क्रमश दूसरी और पहली किस्म की चुदि (ध्यण३ री 5००००वे 

अणवे 75६ 000) कहते हूँ । 

६ १२५-१ पहली प्रकार की भुटि---प्रस्किल्पता को अस्वीकार करने की भूछ 

जब वह वास्तव में सत्य है। 

8 १२५२ दूसरी प्रकार की जुटि---परिकित्पना को स्वीकार करने की भूल 
जब कि वह वास्तव में असत्य है। 

यदि कोई परीक्षण दोनों प्रकार की त्रुटियो की प्रायिकता को अधिक से अधिक 

चटा सके तो उसको दूसरे परीक्षणो की अपेक्षा अच्छा समझा जायेगा। मदि परिकल्पना 

सत्य हो तो एक अच्छे परीक्षण के लिए उसे अस्वीकार करने की प्रायिकता बहुत कम 

होनी चाहिए। यदि वह सत्य न हो तो यह प्रायिकता बहुत अधिक होनी चाहिए। 

$ १२'५*३ सिद्धान्त 
इस तरह यदि दो परीक्षणों के लिए प्रयम प्रकार की भ्रुटि की प्रायिकता बराबर हो 

जिसका परिमाण « हो तो इनमें से हम उस परीक्षण फो चुनेंगे जिसके लिए असत्य 
परिकल्पना को अस्वोकार फरने की प्रापिकता अधिक हो | 

$ १२६ परीक्षण सामर्थ्य और उसका महत्त्व 

६ १२९६१ परिभाषा--मदि परिकल्एता असत्य हो तो उसे अस्वीकार करने की 

प्रायिकता को परीक्षण-स्ामर्थ्य ($00ए८7 ० ६८५८) कहते है । 

$ १२*६"१ उदाहरण--हँस सिद्धात की मीमासा एक मामूली उदाहरण से आरभ 

करेंगे। और इस उदाहरण की ही सहायता से दुछ नयी अवधारणाओ (८०7८८७४७) 

की परिमाषा भी देंगे । 
मान लीजिए कि प्रश्न है एक परिकल्पना के परीक्षण का जिसके अनुसार समष्टि 

का माध्य & है। हम यह परीक्षण समष्दि पर बिता किसी ग्रेक्षण के मी कर सकते हैं । 

कागज के छोटे-छोटे बिलकुछ समान सौ दुकडे कर छीजिए और उन पर ऋमश एक से 
जेक़ार की कक्ता कही कास्याएँ जिस कीजिए? इन उुकजो को न्ीप्जएति गिला लीजिए 

और इसके परचात् आँख बद करके उनमें से एक को चुन लीजिए । 

हमारा परीक्षण निम्वलिखलित है-- 
यदि चुने हुए टुकड़े पर लिखी हुई सख्या 95 से अधिक हो तो परिकल्पता 

को अस्वीकार कर दीजिए, अन्यया उसको स्वीकार कर छीजिए । क्योकि इस परीक्षण 
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का उस समध्टि से कुछ सब व नही है जिसके सब व में परिकल्पना है, इसलिए यह मूर्खता- 

पूर्ण प्रतीत होता है, और है भी ; परतु यह ध्यान देने योग्य बात है कि यदि परिकल्पना 

सत्य है तो इस परीक्षण द्वारा उसके अस्वीकृत होने की प्रगयिकता केवक 5% है। इस 

प्रकार इस परीक्षण के लिए ७-5० ०5 है और यदि परीक्षणों की तुलना करने के लिए 

हम केवल प्रथम प्रकार की चुटि का ही प्रयोग करते है तो यह परीक्षण उतना ही उत्तम 

है जितना कि प्रस्तुत समष्टि से चुने हुए एक हजार प्रेक्षयो पर आधारित ऐसा परीक्षण 

जिसके छिए भी «5० 05 हो। 

इनकी वास्तविक तुरूना तो तब होती है जब कि हम इन परीक्षणों की सममय्यें 
का पता रूगाते है। मौत लीजिए कि समष्टि क्या मॉष्य « नहीं हे वल्कि [/ है। 
हमारे कागज के टुकडोवाले परीक्षण द्वारा माध्य के £ होने की परिकल्पना के अस्वीकार 

किये जाने की प्रायिकता 5% है। इसलिए इस परीक्षण की सामर्थ्य 8550००5 

है। यह एक ऐसा परीक्षण है जिसमें परिकल्पना के अस्वीकृत होने की प्रायिकता वही 

रहती है चाहे परिकल्पना सत्य हो और चाहे सत्य से बहुत दुर। यह् स्थिति निश्चय ही 

अमसतोपजनक है। परतु इससे भी अधिक असतोयपजबक स्थिति हो सकती है यदि 
सत्य होने पर भी परिकल्पना के अस्वीकृत होने की प्रायिकता & उसके असत्य होने पर 

अस्वीकृत होने की प्रायिकता 8 से भी अधिक हो। इस प्रकार की अवाछनीय स्थिति 

उत्पन्न करने वाले परीक्षण को अभिनत परीक्षण (2520 (०५८) कहते है। 

& १२६ ३ अभिनत और अनभिनत परीक्षणो की परिभाषा 

अभिनत परोक्षण--वह परीक्षण है जिसको सामथ्य प्रथम प्रकार की त्रुटि की 
प्रायिकता से कम हो याने 8<« ! जो परीक्षण अभिनत नही होता उते अतभिनत 

( पक्तॉआ25८० ) कहते है । 

$ १२ ७ प्राचल का अवकाश 

क्योकि हम यहाँ परिकल्पना परीक्षण के साधारण सिद्धातो की व्याधष्या कर रहे 
है हमारे अध्ययन का क्षेत्र केवछ माध्य अथवा प्रसरण से सबधित परिकल्पनाओ तक 

ही सीमित नहीं रहना चाहिए। हम यहाँ समप्टि के किसी भी प्राचल से सवधित 

परिकल्पना पर विचार करेंगे। यह प्राचल समष्टि के माध्यिका, चतुर्थी, तृतीय घूर्ण 

आदि में से कोई भी हो सकता है। 

मान छोजिए कि हम (2 (ओमेगा) द्वाद्य श्राचक के अवकाश को भूचित करते 

हैं। इस अवकाश से हमारा तात्पर्य उन रब मानो के कुलूक से है जो भ्राचलक के 
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लिए सभव हो। इस प्रकार प्रसामान्य वटन के साध्य के छिए--००से लेकर--००तक 

प्रत्येक मान धारण करना सभव है। इसलिए माध्य & के छिए अवकाश ६? समस्त 

वास्तविक सख्याओ (८४ एण्ग८०७) का कुछक है | प्रसामान्य वदन में ही 

प्रसरण ०* के लिए अवकाश केवल समस्त घनात्मक सख्याओ का कुलक है। द्विपद 

बटन में अनुपात 7? के लिए अवकाश 00 और [ के वीच की सस्याएँ है। 

६ १२९८ निराकरणीय परिकल्पना 

मान लीजिए कि परिकल्पना यह है कि ६२ के एक उपकुझक ७ (ओमेगा का 
लूघुरूप) में भ्राचछ 0 (थीटा) स्थित है। इसको हम तनिम्वलिखित ढग से सूचित 

करते है-- 
06०७ 

और इसे 0 स्थित है० में पढते है। 

उदाहरण के लिए द्विपद वटव के अनुपात # के लिए परिकल्पना यह हो सकती है 
कि उसका मान ० 2 और ०3 के वीच की कोई सख्या है। इस स्थिति में ७ उन सब 

ससख्याओ का कुछक है जो ० 2और ०३ के बीच में है। वहुधा इस उपकुछक ७ में केवल 
एक ही सख्या होती है। उदाहरण के छिए इस परिकल्पना में प्रिः समष्टि की माध्यिका 

6 है, ७ में केवछ एक सल्या 6 ही है। 
जिस परिकल्पना 0 6 ७ का हम परीक्षण करते है उसे निराकरणीय परिकल्पना 

(0णो ॥ए०शा०७) उतें, कहते हैं । चेकल्पिक परिकल्पना (!0फ्रथपए० 
एए9०४४९४७) ) मर, यह है कि 06 की स्थिति७ में नही है'। इसको हम निम्त- 

लिखित सकेत से सूचित फरते हैँ 
0 6 (६१--०)२६०७/ 

यहाँ ७” अबवा (२-०) दादा हम 2 में स्थित उन राशियों को सूचित 
करते है जो ७ में नही है। 

६ १२९ प्रतिदर्श और प्रतिदशे-्परिमाण 
यह आवश्यक है कि परिकत्पना परीक्षण ऐसा होना चाहिए जो समरष्ठि पर किये 

हुए कुछ प्रेक्षणों पर आधारित हो । इन प्रेक्षणो के कुलक को प्रतिदशे (5५४००) 

कहते है और प्रेक्षणो की सल्या को भ्रतिदशश-परिमाण (5०7्.ए/८७ आ८८) । यदि प्रतिदर्श 
डे 
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परिमाण # हो और विभिन प्रेक्षण (४६ 52,» हो तो हम इनके इस विद्येप क्रम 
को » से सुचित करते है । 

(५25 अंक) कञ 2४ > (7० 7ऐ 

$ १२ १० स्वीकृति और अस्वीकृति-क्षेत्र 
2 के कुछ मान ऐसे होग जिनके लिए हम #7 को अस्वीकार कर देंगे। इन सब 

मानों के कुलक (2 को परीक्षण का सशय-अतराल (तय क€ष्टा०ग) बहते है। 
इसी का दूसरा नाम अस्वीकृति-क्षेत्र भी है। < के अन्य मानो के कुलक 44 कौ--जिन 
के लिए 77, को अस्वीकार नही किया जाता--स्वीकृति-द्षेत्र (४८८८७४४४०७722709) 
कहते है । 

$ १२११ प्रथम प्रकार की त्रुटि की प्रायिकता और सामर्थ्यं 
(2 पर आधारित परीक्षण के लिए प्रथम प्रकार की न्रुटि की प्रायिकता ४«(८) 

विराकरणीय परिकल्पना के सत्य होते हुए भी ८2 में & के पाये जाने की प्रायिकता है। 

बे च्त्आ[ड 6 0 | 8५] + (722) 

किसी अन्य परिकल्पना 77, के सत्य होने पर & के (2 में पाये जाने की प्रायरिकता 
को 8(८) से सूचित करते हैं और यह (० पर आघारित परीक्षण का सामथ्यं [0ए८) 

हे 
09८. 756 ० | मा (723) 

$ १२'१२ तुल्य तथा उत्तम परीक्षण 

यदि (2 और ८2” दो अस्वीक्ृत क्षेत्र ऐसे हो जिनके लिए 

(0) कै ७०) 
और 8(०) 5 8(०८) 

तो ०और ० पर निभर परीक्षणो को तुल्य (८वुणएश ८०८) समझा जाता है। 

यदि «(0)<«०(०) 

तथा 8(८)<&8(८) 
और यदि (! और (:” तुल्य न हो ठो ८० को (>” से उत्तम (5८:०४) समझा 

जांता है। 
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$ १२-१३ प्रमेय 
मान लीजिए 77, के अनुसार «६ पर घनत्व फलन ०५(:<६) है तथा मत, के अनुसार 

(2 ) है और कोई घनात्मक सख्या है। यदि ८, एक ऐसा अस्वीकृति-क्षेत्र है कि 

उसके किसी भी बिंदु &के लिए £ (2४) > »०(5 ) है तथा उसके बाहर किसी के 
भी बिंदु के लिए ६ (:९ ) &< > (5८) है, और (? एक अस्य अस्वीकृति-क्षेत्र है तो इन 

अस्वीकृति-क्षेत्रो पर निर्भर परीक्षणों की सामर्थ्यों का अतर इनकी प्रथम प्रकार की 

त्रुटियों की प्रापिकताओ के अतर से कम-से-कम 8 गुणा होगा। 

उपपत्ति-- 
सामर्थ्यों का अवर+5 29 [5 6 0 7-२6 ८] 

न्ए[€७(०-५णएथा५द॥मग-शड8(६--5)0०५57५%)!म) 

० (£6 (० -०)मा+#२6 (००) मय) 

“ए[#९ (०-८) सग+श२६(८ा८)। मम) 

न्य[#९(८-०म-शः०(०-८ का] 
न्कशू<६(०--०)छ)-१/२६(८-५)) ८] 

ज्शूर६८|म-ए5६०छ) 
च्[गु०)-००)) 

््ओेपरिथम प्रकार की चुटियो की प्रायिकताओ का अतर] 

यहाँ (८--८.) से ४ के उन मानो के कुलक को सूर्चित किया गया है जो ९7 में 

तो हे परतु ८; में नही हूँ। इसी प्रकार (८-८) से उन मानो के कुलक को सूचित 

किया गया है जो ९ में है परतु (2 में नही ।॥ चित्र सख्या 37 से यह अधिक स्पष्ट हो 

जायगा। इस उपपत्ति में इस ज्ञान का प्रयोग क्या गया है कि 

गइब८-गोामन जिछाक... >> (प्ग्ब) 
(०-9 
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>3 [७१% 
अप ८ 

च््गे/[<€ (८-८)'४] 

(72 5) और /५७(८-०)७] 5. #68)०% 
(९-- ८.) 

को ड € 24५ 
(6-५) 

ज्>श5५(०--८)छत] 

(८4०८०(८०८)*८५ 
(८-८टकथध्ाट ८ 

चित्र ३१ 

$ १२ १४ ग्राह्म परीक्षण 

यदि ०(८, ) 5० ( ८) वो हमें मह पता चलता है कि ८, पर आधारित 

परीक्षण किसी भी ऐसे परीक्षण से कम सामय्यंवान् नही है जिसकी अंथम प्रकार की 
भूल की प्रायिकता « (८,) है। इस प्रकार के परीक्षण को ग्राह्मय ( बतैशा5आ 6) 

कहते हूँ 
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$ १२१५ अस्वीक्ति-क्षेत्र के चुनाव के अन्य निकप 

नीमन पीयरसन सिद्धात के अनुसार हमें ऐसे परीक्षण को चुनना चाहिए ज्ञो 

भ्राह्म हो। ऊपर के प्रमेय द्वारा हम जानते है कि ग्राह्म परीक्षण को कसे प्राप्त विया 
जा सकता है। हो सकता है कि आप परीक्षण के चुनाव के लिए किसी अन्य निकप 

को अधिक उत्तम समझे । उदाहरण के लिए आप शायद अस्वीक्ृति क्षेत्र को इस 

प्रकार चुनता अच्छा समझे कि दोनों प्रकार की त्रुटियों की प्रायिकता दग कोई विश्येप 

एक-घात फलन न्यूनतम हो जाय । आइए, देखे कि इस प्रकार के निकप के लिए 

बस्वीकइृति क्षेत्र को ढूँढने का क्या तरीका हो सकता है। 

यदि », और ०, द्वारा हम क्रमश प्रथम और द्वितीय प्रकार की त्रुटियो की 

प्रायिकताओं को सूचित करें तो हमारा उद्देश्य एक ऐसे अस्वीकृति प्रदेश को मालूम 

करना है जो #०, -+- 4० को न्यूनतम कर दे जहाँ 7 और 4 दो धनात्मक ज्ञात 
सख्याए है । 

किसी विज्ञेप अस्वीकृति-क्षेत्र 2! के लिए 

7॥(०)+०७(०) 5४४6 ० | क+ब/२6 (०-०) | मा 
न्फश[२6 6 | आ+40-श६6 ०] मत) 
च्न-फशू46 2८ > 4 | मय 
-श2५6 ०४६ > 4 | म7.) 

+"श56 ० #र्का | मय 
"456 ५, #कर्ब। म्ग- « 5 (०6) 

यह स्पप्ट है कि प्रथम कुन्तछ कोप्ठक (८एह८व॑ 97३८८०७) भें दी हुई राशि 

धनात्मक तथा दूसरे कुस्तल कोष्ठक में दी हुई राशि ऋणात्मक है । इसलिए यदि 

कोई €? के केबल उस भाग का अस्वीक्षति-क्षेत्र की तरह उपयोग फरता है जिसमें 

20 < 4/ हो तो इस नवीन अस्वीकृति क्षेत्र के लिए |व्ध--4०४ का माच घट 
जाथगा। इस प्रकार £ के जिन मानो के लिए %/६ < 4.6 हो उन सबका कुल्क 

सबसे उत्तम अस्वीकृति-क्षेत्र है, क्योकि इसी में #०य+-५०७ न्यूनतम हो जाता है । 

$ १२९१६ उदाहरण 

निराकरणीय परिकल्पना 77, 

जे का बटन आयताकार (+८८८णाहवपै००) है जिसका परास 
(०.०) है। 
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वेकल्पिक-परिकल्पना उस, 

>£( का वटन आयताकार है जिसका परास (3,5) है । 

नही तो हर जे हे अदि: 6८2 ] ++० [2.7 

नही तो #09 अकाल, चंद: आह कड ) >प् ०8) 

मान छीजिए कि हम उस अस्वीक्ृति-क्षेत्र को मालूम करना चाहते हैँ जिसके 

लिए 2७, --०७ का मान न्यूनतम है । ऊपर के प्रमेय के अनुसार यह क्षेत्र ऐसा 

है जिसमें & के वे सब मान ऐसे हो जिनके लिए 2/,(:८)<< (४) हो और ऐसा कोई 

भी मान न हो जो इस असमता को सन्तुप्ट न करे । 

यह आसाबी से देखा जा सकता है कि यह क्षेत्र (2,5) है । 

8 १२-१७ कुछ परिभाषाएँ 

8 १२'१७'१ सामथ्ये-वक्त (70०फटए ८पाए८) परीक्षण की सामर्थ्य केवल अस्वी- 
कृति-क्षेत्र पर ही नही बल्कि वैकल्पिक परिकल्पना पर भी निर्भर करती है। भ्रत्येक 

चित्र ३२-- 95८० के एक परीक्षण का सामथ्ये वक्त 

सुनिश्चित वैकल्पिक परिकल्पना के लिए परीक्षण की एक विशेष सामथ्यं होती है। 

इस सामथ्ये को प्राचल का एक फलन समझा जा सकता है। प्राचल के विभिन्न मानो 
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के लिए यदि परीक्षण की सामथ्ये को ग्राफ द्वारा चित्रित किया जाय तो एक वक्त 

प्राप्त होगा जो सामर्थ्य वक्र कहछाता है । चित्र ३२ में ऐसा सामर्थ्य वक्र दिखाया 

गया है जो निराकरणीय परिकल्पना 955० से सवधित है । 

$ १२१७ २ एक-समान अधिकतम सामथ्य॑वान् परीक्षण (फ्राणिणाए 
770% ए० छवि ६८४) 

यदि किसी परीक्षण की सामर्थ्य प्रत्येक विकल्प (शटाए27ए९) के लिए 
किसी भी दूसरे परीक्षण की सामथ्यें से अधिक हो तो उसे एक समान अधिकतम 

सामथ्यंबान् कहा जाता है । 

8 १२१७३ स्थानीयत अधिकतम सामर्थ्यवान् परीक्षण ([० #०्४ 
॥00शुिं #०8) 

यदि निराकरणीय परिकल्पना से किसी विज्येप विकल्प की तुलना करने के लिए 
एक परीक्षण दूसरे परीक्षणो की अपेक्षा अधिक सामर्थ्य रखता है, और यदि इसके 

लिए & का मान किसी अन्य परीद्षाण के « से अधिक नही है तो उसे इस विकल्प के 

लिए स्थानीयतः अधिकतम सामय्यंवान् कहा जाता है । 

$ १२१७ ४ एक-समान अनभिनत परीक्षण (एकुछिकषर #एव४शवें 27) 

यदि प्रत्येक विकल्प (प्राचक्त -- 0) के लिए सामर्थ्य 8 (9) प्रथम प्रकार की त्रुढि 

की प्रामिकता » से अधिक हो तो परीक्षण को एक-समान अनभिनत कहा जाता है । 

8६ १२९१७ ५ स्थानीयत अभिनत परीक्षण (वा!) 8854 50) 
यदि किसी विकल्प (प्राचल +-0,) के लिए सामथ्य 8 (0,) प्रथम प्रकार 

कौ ब्रुद्टि की प्रायिकता & से कम हो तो हम कहते हैँ कि 6590, पर परीक्षण 

स्थानोयत. अभिनत है । 

गणित द्वारा यह सिद्ध किया जा सकता है कि किसी भी विद्येप विकल्प के लिए 

स्थानीयत अधिकतम सामथ्येवान् परीक्षण मालूम करना हमेशा सभव है और थे 

परीक्षण सदैव स्थानीयत अवभिनत भी होते है । इसके विपरीत यर्थाप कुछ विश्येष 

परिकल्पनाओं के छिए एक समान अधिकतम सामर्थ्यवान् परीक्षण वर्तमान है, परतु 

अन्य अनेक महत्वपूर्ण परिकल्पनाओं के लिए इस प्रकार का कोई परीक्षण सभव 

नही है । यदि किसी निराकरणीय परिकल्पना के लिए एक समान अधिकतम 

सामर्च्यवान् परीक्षण वर्तमान है अयवा यदि हम उसके किसी विकल्प विश्येप में ही 



र्०० साप्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

रुचि रखते है तो हमें उचित परीक्षण को चुनने में कुछ कठिनाई नहीं होगी ॥ 

अन्यथा जो परीक्षण चुना जायगा उसका जन््य परीक्षणो से उत्तम होना प्राचल के 

वास्तविक मान पर निर्भर करेगा। 

$ १२ १८ उदाहरण 
एक प्रसामान्य समप्टि ४ ((६ ०) का प्रसरण ०* ज्ञात है और ६ अज्ञात । इस 

समध्टि में से # परिमाण का एक यादुच्छिक प्रतिदर्श चुना जाता हैं। इसके आधार 
पर निराकरणीय परिकल्पना (४5८ (५ की परीक्षा करती है । 

यदि इन प्रेक्षणों को दत्त (व्फ अ्क <,) से सूचित क्या जाय तो 

इनका सयुकक्त वटन निम्नछिखित होगा 

४७० हु, न (की +(प्रक+ +(रो] 
ह्क्न्ड ड़ 

न मा 
निराकरणीय परिकल्पना के अनुसार इनका सयुकत वटन निम्तलिखित होगा । 

॒ है 0095 छल उन लत ४] । 
एक आह्य परीक्षण का पता चलाने के लिए हमें एक ऐसे अस्वीक्ृति क्षेत्र का 

पता चलाना है जिसके छिए 

8 >%५ ९) 
3 (६-* ऊँ (४-४०)* अथवा. +< हि हे उक्क म्ज्य + 7०गे 

3 (७-४०) स्थ--#--&०) 
ली, खिप - -फ्या ले ण्डने 

न व |४-- ५५३ 
अथवा (४(७--४०) हे रा क्83+ टू 5 ] 

यदि विकल्प यह हो कि ६८ >> ४०५ दो अस्वीकृति क्षेत्र निम्नलिखित रूप से परि- 

आधवित हो सकता है । 
रे ब्रज लि (2 327) 
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क्योंकि निराकरणीय परिकल्पना के आधार पर हमें | का वटन ज्ञात है, इसलिए 

हम & को इस प्रकार चुन सकते है कि & के उससे अधिक होने की प्रायिकता एक 

पूव निश्चित सख्या हो । उदाहरण के लिए यदि यह सल्या ०65 हो तो हम 

जानते हूँ कि /४ (०, 7) का 5% विन्दु 7 96 होता है 

4 [या > 596 | प्न्त्त्छ्न ] न 005 (7272) 

इसलिए # *८ ७५ -- 796 ०- (72 73) 

डूसी प्रकार यदि विकल्प :< ७८५ हो तो अरबीकृति-श्षेत्र की परिभाषा का 
निम्नलिखित रूप होगा । 

दर्द ६ (72 74) 

इस प्रकार आप देखते हूँ कि प्रसामान्य वटन से एक-तरफा विकल्पो के लिए जिस 

माध्य सवधी परीक्षण का साधारणतया उपयोग किया जाता है वह एक-समान अधिक- 

त्म सामथ्येवान् है। 

$ १२५'१९ नीमन-पीयरसन के सिद्धान्तो की आलोचना 

इस विवेचना के बाद हम इस निश्चय पर पहुँचते हे कि एक अच्छे परीक्षण के लिए 

ग्राह्मता तथा अनमिदतता के गुण आवश्यक है । यदि कोइ परीक्षण एक-समान 

अधिकतम सामर्थ्यवान् हो तो निश्चय ही वह सर्वोत्तम हैं। परतु बहुत ही कम परि- 

कल्पनाओ के लिए इस प्रकार के परीक्षण प्राप्त हें । इतके अभाव में किसी अन्य 
निकप को अपनाया जाता है । ये अन्य निकप इतने तकंपूर्ण और सतोषजनक नही 

हैं, और विभिन वैज्ञानिक विभिन्न तिकपो को अधिक युव्ति-सयत मान सकते है । 
यह भी सभव है कि विभिन्न अवस्थाओ में विभिन्न निकपो का प्रयोग उपयुवत हो । 

प्रोफेसर रोनाल्इ ए० फिशर इसी कारण नीमन-पीयरसन के सिद्धात के कदु आलोचक 

हैं । उनका कहना है कि यद्यपि कुछ विशेष परिस्थितियो में, जहाँ वैकल्पिक परि- 
कल्पनाओ को प्रस्दुत करना सभव है इन सिद्धातो का प्रयोग किया जा सकता है, परन्तु 

साधारण वैज्ञानिक खोज में वहुधा हम विकल्पों से परिचित नही होते । ऐसी दश्ञा में 

सामर्थ्य अथवा दूसरे प्रकार को त्रुटि की प्रायिकता पर विचार करना सभव नही है। 

किसी ऐसी कहानी पर विश्वास करते हुए हम हिचकिचाहट का अनुभव करते 
है जिसके सच होते की सभावसा बहुत कम हो । साधारणतया इस प्रकार की कहानी 

सुननेवालों पर निम्नलिखित अभाव पड सकते है-- 
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(१) यह सब क्पोल-क्ल्पित है । 

(२) ऐसा प्रतीत होता है कि घटना वा वैज्ञानिक रीति से प्रेक्षण नही क्या 

गया । घटना का वणन वास्तविकता स भिन्न है । 

(३) कुछ बातें या तो बढा-चड्या कर कही गयी हैं अथवा कुछ ऐसी घटनाओआ 

का वणन नही क्या गया है जो सवधित थी और जिनसे इस कहानी की 

घटनाआ को समझने में सहायता मिलती । 

(४) कोई अन्य दाक्ति अयवा कारण है जो हमारे वतमान ज्ञान वी अवस्था 

में हमें अज्ञात है । 
इस प्रकार यदि विस्मी परिकल्पना के अस्वीकार क्या जाता है तो यह आवश्यक 

नही है कि कसी विशप वेकल्पिक परिकल्पना को स्वीकार क्या जाय । और यदि 

हम कसी विद्यप परिकल्पना को अस्वीकार नही करते तो इसका यह आर्थ नही है कि 

हम उस स्वीकार करते हैं। परिकल्पना को अस्वीकार करने में तर्क यह है कि अप्रायिक 
घटना के घटने पर विश्वास करने में हिचक्चि।हट होती है । परतु परिकल्पनामा 

को स्वीकार करने में इस प्रकार का कोई तर्क उपलब्ध नही होता 
फिद्वर के अनुसार सारे सिद्धात को इस पर आधारित करना अस्वीडृत-खेत् 

चुनते का एक गलत दृष्टिकोण है कि यदि इस विशेष सम्टि पर इन्ही परिस्थितिया 
में हुजारा बार प्रयोग क्या जाय तो केवछ एक प्रतिशत अथवा पाँच प्रतिदयत बार 

गलती होगी । कोई भी वैज्ञानिक एक ही सार्थेक्ता-स्तर पर और एक ही समष्टि 
पर वार-वार प्रयोग नही करता। इसके अतिरिक्त प्रायिक्ता का परिबलन प्रायः 

ऐसी परिकल्पना पर आधारित होता है जिसकी सपूर्ण सत्यता पर किसी को विश्वास 
नही होता । उदाहरण के लिए जब हम इस परिवल्पना की जाँच करते हैं कि समष्टि 

असामान्य है तो हम पहिले से ही जानते हैं कि यह यथार्यत प्रस्ममान्य नही हो सकती । 

इस दमा में यदि हम दोना प्रकार की च्रुटिया से बचना चाहते हैं तो सबसे सरछ 
उपाय तो यह होता कि परिकल्पना को विना परीक्षण के अस्वीकार वर देते । फिर 

मो हम परीक्षण करते हैं, क्योकि हम वास्तव में यह जानना चाहते हैं कि प्रसामान्य 

बटन को सम्टि का प्रतिरप (7700८) समझा जा सकता है या नही । 

&$ १२२० फिश्चर की विचारघारा 
फिद्यर चार प्रकार को परिस्थितियों में भेद करता है । 

$ १२२० १ वेज के प्रमेय का उपयोग पा 

पहली परिस्थिति वह है जब समप्टि की पूर्वेत गृहीत आविक्ताएँ (बन्ए्मणा 
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77००४7॥065) ज्ञात हो। हम इसके एक उदाहरण से पहिले ही परिचित हूँ (देखिए 

४३१२) | हमे विभिन्न वर्तनो के चुनाव की पृवत गृहीत प्रायिकताएँ ज्ञात थी । चुनी 
हुई गोलियो के रण के जानते पर हमें विभिन्न वर्तनो के चुनाव की प्रायिकताओ का 
परिकलत करना था। इस प्रकार की स्थिति में वेज के प्रभेय का उपयोग किया जाता 
है और प्रतिबधी प्रायिकता का परिकलन निम्नलिखित मूत्र से होता है-- 

ए७७ 5 “8 (279) 
इस प्रकार हमें विभिन्न परिकल्पनाओं की प्रायिकताआ का ज्ञान होता है और 

यदि कोई निश्चय करना हो तो वह इन प्रायिकताआ के आधार पर किया जा सकता 

है। यदि किसी वैज्ञानिक को भविष्य में किय जानेबाछे प्रयोगो के बारे में कुछ निश्चय 
करना है तो उसके छिए इन प्रायिकताओ का ज्ञान ही यथेप्ट है यह घोषणा फरने 
की कोई आवश्यकता नही है कि एक विशेष परिकल्पता सत्य है या असत्य । 

परन्तु दुर्भाग्य से ऐसी परिस्थितियाँ बहुत कप्त होती है जब इस भ्रकाए के 
भायिकता सवधी विवरण दिये जा सकते हो । 

$ १२२० २ प्रतिदर्श निरीक्षण योजना और नीमन-पीयरसन के सिद्धातों 
का उपयोग 

दूसरी परिस्थिति वह है जिसका औद्योगिक प्रक्रियराओ में बहुधा प्रादुर्भाव होता 
है। यदि प्रक्रिया नियत्रित है तो उससे होमेवाले उत्पादन के लक्षणों का एक वटन होगा 
जिसे बहुत अधिक सख्या में प्रेक्षणो द्वारा जाना जा सकता है । यह उत्पादन कारखानो 
से बडी-बडी ढेरियो के रूप में निकलता है । समस्या यह जातना है कि किसी विशेष 

देरी मे भुटिपूर्ण वस्तुओ की सख्या इतनी अधिक तो नही है कि इस प्रकार वी ढेरी के 
बाजार में जानें से कारखाने के नाथ पर धब्वा लगने का डर हो। सिर्फ इस ज्ञान से ही 

काम नहीं चलेगा वह्कि इस प्रकार की ढेरियो को बाजार में जाने से रोकता पडेया। 
इसके लिए ढेरियो का निरीक्षण करना होगा । परतु निरीक्षण में खर्चा छगता है 

भौर यदि एक एक वस्तु को परखा जाय तो चह पढेगी हो जायगी--शायद इतनी 

महँगो कि उसको खरीदने को कोई तैयार ही न हो । इस परिस्थिति में एक प्रतिवर्श- 
निरीक्षण योजना (5०एक्रोजाडु 7050००४०० क०य) चनानी पदती है जिससे यृट्िपूर्ण 

उत्पादन के बाजार में जाने की सभावना कम हो जाय और खर्च भी अधिक न हो । 
इस दा में निरीक्षक को ढेरी को बाजार में भेजने के लिए स्वीकृति या अस्वीकृति 
देना आवश्यक है और इस कार्य में दोतो भ्क्ार की चूटियाँ स्पष्ट ही है । 
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इसी प्रकार यह देखने के लिए कि उत्पादन नियत्रण में हैं अयवा नही, उत्पादन 

होते समय ही वीच-बीच में से प्रतिदर्श चुने जा सकते है । प्रतिदर्श के जाधार पर यह 

निर्णय करना होता है कि उत्पादन रोककर मशीन को ठीक वरना चाहिए या नहीं। 

ऐसी स्थिति में जिस समष्टि के बारे में परिवल्पना का परीक्षण हो रहा है वह वास्तव 

में बतेंमान है और जिस प्राचल पर विचार क्या छा रहा है उसका मान मालूम 

करना कठिन भछे हो, परन्तु समव है ) इस प्रकार की समस्याआ को सुलझाने के लिए 

नीमतयोीयरसन छे सिद्धान्त विज्येप उपयोगी हैँ । 

$ १२२०३ विश्वास्थ युक्ति और पर्याप्त प्रतिद्शन 

तीसरी परिस्थिति वह है जो सदसे अधिक सामान्य है और वैज्ञानिक के लिए 

महत्वपूर्ण है । प्राय परिकल्पना बहुत सुनिश्चित नही होती ॥ कुछ प्राचठो के लिए 

किसी विशेष परास (०728०) के कसी भी भान को घारण दरसना इस 
परिकस्पना के अनुसार सभव होता है ॥ उदाहरण के ल्ए जब हम कहते है कि समप्टि 
प्रसामान््य है तो इस कथन से सम्टि का पूरा विवरण नहीं मिलता ॥ इस प्रसा- 

सान्य वटन का --०० से +०० तक कोई भी माध्य हो सकता है और ० से 

--०० तक कोई भी प्रसरण हो सकता है । इस प्रकार की परिकल्पना के छिए आसजन 

सौप्टव (00०7० ०६३५) के #:-परीक्षण से आप पहिले ही परिचित हैं। 

इस परीक्षण का पहला भाग होता है अद्धात प्राचछो का प्रावकलन करना 4 

जब हमें इनके सर्वोत्तम प्राववलनों का ज्ञान हो जाता है तो इस ज्ञान और मूछ परि- 

कल्पना के सयोग से हमें समप्टि का एक पूरा विवरण प्राप्त हो जाता है। तव इस 

सपूर्ण विवरण की जाँच की जाती है ।॥ 

यद्यपि प्राक्कलन के सिद्धान्ता की विवेचना जमी ठक नही की गयी, परन्तु यहां 

यह बताना आवश्यक है रि कुछ आ्रावक्लक (&४६४:०४०६००७) * श्राचछ्तो के बारे में 

वह सम्पूर्ण सूचना हमें दे देते हैँ जो उनके आधघारमूत आँक्डो से प्राप्त हो सकती है । 
ऐसे प्रावकलक को पर्याप्त ($पर्सित्ु०7८) प्राककलक कहते है । यदि इस प्रकार 

का कोई प्रावक्लक विद्यमान हो तो एक नये प्रकार के तर्क का सहारा लिया जाता 
है जिसे विश्वास्पयुक््ति (540०४ ॥छ्टणपण०१८) कहते हैं। इस युक्तित के अयौग 

* प्रेक्षणों का वह फलन जिसके द्वारा कसी प्राचक का प्रावकरून किया जाता है, 

उस प्राचल का प्राककरूक कहुलाता है || 
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पर एक और प्रतिबंध है । वह यह कि श्रेक्षण सावधानी से लिये हुए इस प्रकार के 

भाप होने चाहिए कि उनको एक सतत चर के प्रेक्षित भान समझा जा सके और ऐसा 

समझने में कोई अर्यपूर्ण त्रुटि न हो । 

मात लीजिए, प्राचक 9 का इस प्रकार का एक प्राक्ककक हु (थीटा-कलश् ) 

है । यदि हमें 8 का बदन ज्ञात है तो हम इस प्रकार की एक सख्या मादूम कर 
अं कप 

सकते है जिसके लिए श् |१?-१|< 6] +# ०95 
प्रेक्षणो ५ # 

प्रेक्षणो के आयार पर 9 का परिकरझस किया जा सकता है और ऊपर के समीकरण 

में केवल 0 ही अज्ञात है । इसलिए इस प्रायिकता-कथन (70079 #4६ऊ९ता) 

को प्राचछ का प्रायकिता-सवधी कपन समझा जा सकता है । इस प्रकार क्क्के 

जानने से हमें 9 का बटन मालूम हो सकता है । इस प्रायिकता बठन से यह् 

लिर्णय किया जा सकता है कि 0 का एक विशेष परिकल्पित मान समादी (57092४/०) 
है अयवा नही । इस वन के पाँच प्रतिशत अयवा एक प्रतिशत विद्ुओं का परिकलन 

किया जा सकता है । इतके आधार पर एक अस्वीकृत क्षेत्र का भी निर्माण किया जा 
सकता है | 

कियी प्राचल को यादृष्छिक चर समझना कहाँ तक ठीक है यह विवादास्पद प्रश्न 

है। बेज के प्रभेय के सम्बन्ध में हम देख चुके है कि प्राचछो का भी एक पृर्वत गृहीत 

बदन हो सकता है । किसी विज्येष समष्टि में जिसका अध्ययन किया जा रहा हो 

प्रनचद्ष का एक विशिष्ट मान होता है, परन्तु प्रेक्षण के पूर्व या तो यह् प्राचल अज्ञात 

होता है या यादुृच्छिक चर होता है ॥ यदि हम जान जाते हूँ कि प्राचछ का मान क्या 

है तो यह ग्रादूच्छिक चर घढ़ी बरनू एक ज्ञात अचार (८००४७०५) हो जाता है । 

इप प्रकार एक ही वस्तु य/दुच्छिक चर अयवा अचर दोतो हो सकती हैं । वह क्या 

होगी यह इस पर निर्भर करता है कि उसके बारे में हमारा ज्ञान किस प्रकार का है 

यदि पूर्देत गृहीत बटन अज्ञात हो तो प्राचल की प्रतिष्ठा (४४०४) भी 

एक अज्ञात (प्रणौष्ता०झाण) रादि की जैसो होती है । एक दर्याष्त प्रतिइशेज्त 
($परिध्षव्ण: 5०) के प्रेक्षण से प्राचक पूर्णतया ज्ञात तो नही होता, परन्तु 
पिवान्त अन्नात भी नहीं रहता, क्योकि इस प्रतिदर्शज से हमें प्राचड का कुछ तो ज्ञान हो 

ही जाता है। इस ज्ञान की प्रकृति प्रायिकता सधी होती है इसलिए ग्राचक की 
प्रतिष्ठा ब्ञाद से हटकर यादुच्छिक चर की हो जाती है । 



२०६ सांल्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

$ १२२०४ सभाविता फलन और उसका उपयोग 

एक और परिस्थिति पर फिद्वर ने विंचार किया है ॥ यदि कोई पर्याप्त प्रतिदर्शज 

विद्यमान नही हो और प्राचक का अवकाद् असतत है तो ऊपर के तर्व से काम नहीं चल 

सकता । विभिन्न प्रावकलको पर विचार करने से हमें प्राचक के विभिन्न बटन मिलेंगे 

और जब तक हमारे पास तकं-सगत निक्प (८ए८८८०»४०) का अभाव है तव तक इनमें 

से किसी विशेष वटन का उपयोग करना और उसके आधार पर परिकल्पना को 

अस्वीकार करना असगत होगा । इस अवस्था में फिदर के अनुसार हमें प्रायिकता 

को छोडकर लगभग उसी के समान एक अन्य धारणा का आश्रय लेना होगा जिसे हम 

घटना की संभाविता (॥८८॥7०००) की सच्ना देंगे । 
सभाविता प्राचछ का एक फलन होता है। असतत बटनो के लिए इसका मान 

प्रेक्षित घटना की प्रायिकता के बराबर होता है । सतत वटनो के लिए---जहाँ किसी 

भी विशेंध घटना की प्रायिकता शूत्य होती है---इसका मान प्रेक्षित घटना के प्रायिकता 

“घनत्व के बरावर होता है । यह समाविता प्राचल के कसी विशेष मान के लिए 

महृत्तम होती है । जित प्राचलो के लिए सभाविता फलन का मान मह॒त्तम सभाविता 

की तुलना में बहुत कम होता है उन्हें सदेहजनक समझा जा सकता है ॥ 
मान लीजिए, हम एक सिक्के को 25 बार उछालते है जिसमें वह् 20 बार पद 

गिरता है । इस आधार पर हम इस परिकल्पना की जाँच करना चाहते है कि सिक्के 
के पट गिरने की प्रायिकता उ है । अभी तक हमने इसके जाँचनें की जिस विधि पर 

विचार किया है उसमें हम परिकल्पना के आधार पर 20 या इससे भी अधिक बार पट 

आने की प्रायिकता का करन करते है ॥ यदि यह 2 $ प्रतिशत से कम हो तो हम 

परिकल्पना को अस्वीकार करते हूँ (क्योकि यहाँ हम दो-तरफा परीक्षण का उपयोग 
कर रहे है ) | इस परीक्षण-प्रणाली की कई बार इस कारण आलोचना की गयी है 

कि तक और युकित में प्रेक्षित मान 20 को छोडकर उससे भी बडे अन्य मानों का 
उपयोग नही करना चाहिए । 

अच्छा यह होता कि प्रायिकता $ के विशिन्न सभव झानो की तुलना प्रेक्षित बार- 

बारता के आधार पर की जाती । यदि पट गिरने की वास्तविक प्रायिकता £ होती 

तो प्रेक्षित घटना की ध्रायिकता, यदि क्रम को भी ध्यान में रखा जाता, 7" (--# 
होती ६ 

इस उदाहरण में सभाविता #र८८ न के लिए महत्तम हो जाती है । # के 
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किसी भी मान के लिए इस सभाविता को महत्तम सभाविता के भिन्न (8३८०7) के 
रुप में रखा जा सवता हैं। इस उदाहरण में यह भिन्न निम्नलिखित है-- 

20 --४४* 80 --# 4 

(कर) 5905) (72 (७9 
हपें उस परिकल्पना को अस्वीकार करते हुए सबसे कम हिवकिचाहट होगी 

जिसके लिए सभाविता सबसे कम है और संबसे अधिक सभाविता वाली परिकल्पता 
को अस्वीकार करने में सबसे अधिक हिचकिचाहट होगी ( यदि ऊपर के समार्बिता- 

मिन्न तथा प्राचत के  सवध को दिखाते हुए एफ ग्राफ खोचा जाय तो मह स्पष्ट हो 
जाग कि झचत के ऐसे कौत-से खान है जितकी समाविताएँ सहत्तम समाषिता रे 

तुलना के योग्य है और किन सीमाओ के बाहर समाविता इतनी कम ही जाती है कि 

ततुमबधी प्राचक-मान सत्य-भासक (90»0०) नहीं प्रतीत होते । 

2 

5 

20/ जन > ्ा 

व. ०क्ष ० का “76 छा त्छ रा 
कज--+ 

चित्र ३३-- २३५ में से २० बार सफलता के लिए ! का संभाबिता फलन 

बित्र में # के परास को चार भाणों में वॉढा यया है) (2) जहाँ समाविता-मिन्न 
है से अधिक है, (>) जहाँ यह $ से कम परन्तु $ से अधिक है, (3) जहाँ यह #से 
कम परत्तु 2, से अधिक है, और (4) जहाँ यह -$ से भी कम है । अतिम भाग 

में प्राचक के मान स्पष्ठतया सदेहजनक है । इस प्रकार 9 के परास्त को स्वीकृति और 
अल्वीकृति के क्षेत्रों में बॉदा जा सकता है। पर्याप्त प्रावक्ृलक (6प॥ा०००८) के 
अम्॒व में प्राचड के विभिन्न मातो की संत्यमातकता से परिचित कराने के लिए यह 
एक संगत विधि है । 



२०८ सारियकी के सिद्धान्त ओर उपयोग 

$ १२ २०५ वैज्ञानिक अध्ययन और स्वीकृति प्रणाली मे अतर 

फिशर के मतानुसार वैज्ञानिक अध्ययन में परिकल्पना परीक्षण-अनुभव से 

सीखने और अपनी राय बदलने का एव साधन है ॥ विज्ञान में राय कभी अतिम नही 
होती तथा अधिक अनुभव होने पर वैज्ञानिक अपनी राय बदलने के लिए हमेशा स्वतत्र 
रहता है । इस प्रकार परिकल्पनाओ को न तो सदा के लिए स्वीकार किया जाता 

है और न अस्वीकार । स्वीहृति प्रणाली (३८८८७८४४०८८ 70०८०॥प८) इस 

दृष्टिकोण से परिकल्पना-परीक्षण से भिन्न है । स्वीकृति प्रणाली में वर्तमान की 

एक विशेष समस्या पर कार्य वरने के लिए निश्चय करना होता हैं जिसको बदलना 

सभव नही है । एक कारखाने के मालिक को यह तय करना पडता है कि बह किसी 

विशेष प्रकार का माल खरीदे अथवा नही । हो सकता है उसे वाद में अपनी गलती 

महसूस हो, परन्तु यह उस कच्चे माल को खरीदने और उसका उपयोग करने के बाद 

ही सभव है जिसके लिए स्वीकृति प्रणाली का प्रयोग किया जाता है। यह प्रणाली उस 

ही दशा में सयत है जब छगभग एक ही प्रकार के कच्चे माल पर बार-बार इसका प्रयोग 

किया जाय ॥ इस भ्रणाली में ख्च का विशेष ध्यान रखना पडता है । निरीक्षण का 
खर्चा उस जोखिम से अधिक नही होना चाहिए जो बिना निरीक्षण किये हुए माल को 

खरीदने में उठाया जाता है। 
परन्तु वेज्ञानिक ग़लत निर्णय से होतेवाले नुकसान को नहीं आँक सकता | 

वैज्ञानिकों की हैसियत से हम अनुमान रूगाने की ऐसी पद्धति का उपयोग करना 

चाहते है जो सभी स्वतत्र रूप से विचार करने वालो के लिए युक्टिसगत हो । इसका 
विचार हमारे सामने नही रहता कि इस अनुमान द्वारा प्राप्त ज्ञान का उपयोग किस 

प्रकार होगा । 

इस प्रकार आप देखते हैं कि नीमन-पीयरसन तथा फिशर के विचारो में भेद है 
और वास्तव में वे एक दूसरे के कटु आछोचक है । सौभाग्यवश विचारधायओं के 

भिन्न होते हुए भी कई समस्याओ के लिए दोनो के हछ समान हूँ । फिर भी हमेशा 

ऐसा नही होता कि जिस परिकल्पना को नीमन-पीयरसन के परीक्षण द्वारा अस्वीकार 

किया जाय वह सभाविता के उपयोग अथवा प्राचक के विश्वास्य-वटन (मिठिएलर्श 

वाफ्रशपा०7) के प्रयोग से भी अस्वीकृत हो । आप इनमे से किसी के भी तके 

से सहमत होने के लिए स्वतत्र है, बल्कि यह भी हो सकता है कि आप को दोनो ह्टी 

तर्कों में चुटि दृष्टिगोचर हो । अब हम परिकल्पना-परीक्षण के साघारण सिद्धा ता 

की विवेचना यही समाप्त करते हैं । 
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अध्याय १३ 

साहचर्य (895०८4४०7) 

$ १३१ परिचय 

परिकत्पना-परीक्षण के सवध में हम कुछ ऐसे उदाहरणों से परिचय प्राप्त कर 

चुके है जिनमें प्रयोग का उद्देश्य यह जानना था कि दो विभिन्न गुणों में कोई सवध है 

या नही । इन परीक्षणों में समप्ठि को एवं £>7 सारणी से विभाजित करके 

रखा जाता है जहाँ एक गुण के विचार से समप्टि के / भाग है और दूसरे गुण के विचार 

से #इस सारणी में दोनो गुणों के स्वतत्र होते की परिकल्पना के आधार पर विभिन्न 
खानों में प्रत्याशित बारबारता का परिकलन किया जावा है और :४?- परीक्षण 
दारा इन प्रत्याशित वारबारताओ और प्रेक्षित बारवारताओं के अन्तर की सार्थकता 

को जँका जाता है। 
इस परीक्षण के अन्त में यदि %?-का प्रेक्षित मान 2८४ (.)॥-७ के एक पूर्व 

निश्चित प्रतिशत बिंदु से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिकल्पना का अस्वीकार 
कर देते हू और इस निष्फप पर पहुंचते है कि ये दो गुण स्वतञ्न नही हैं । अब प्रइन यह् 

उठता है कि यदि ये स्वतत्र नही हैं वो इनके सबध को किस प्रकार समझा जा सकता 

है । यदि एक गुण में परिवर्तन होने पर दूसरे गुण में भी एक विशेष दिद्या में परि- 
बर्तन होते की प्रायिकता बढ जाय तो हम कहते हूँ कि इन दोनों गुणों में साहचर्ये 

(3४80८०0णा) हैं. । 

$ १३ २ साहचर्य की व्याख्या 
गुणों में साहचर्य होने का क्या यह अर्थ है कि एक गुण दूसरे के साथ कारण और 

चाय (प्चए९ गयएे रीव्एए) ने लव नें सर्वीयत हैं? जूक हम औपण के सेवन 

और रोग से म॒कक््ित पाने में साहचर्य बताते है तो हमारा यही विचार होता है 
कि औपध के प्रभाव से रोगी अच्छे हो जाते हैं । यदि हम मशीनों कौ और उन पर बनी 

हुई वस्तुओ की त्रुटियो की सख्या में साहचर्य पाते हैं तो हमारा यही विश्वास होता 
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है कि अमुक मशीन अधिक अच्छी है और अमुक मशीन में कुछ दोष है। यदि मझीन 

में दोष न होता तो इतनी त्रुटियाँ उससे वनी हुई वस्तुओं में नही पायी जाती । हो 

सकता है कि हमारा इस प्रकार एक गुण को दूसरे का कारण समझना ठीक हो और 

यह भी हो सकता है कि यह हसारी भूल हो । 

उदाहरण के लिए यदि हम यह देखते हैं कि किसी विशेष रोग में ऐलोपैथिक 

इल्गज करवाने वाले रोगियो में वौरोय होने वालो का अनुपात अधिक है और बैद्यक 
इलाज करवाने वालों में कम, तो इसको निम्नलिखित प्रकार की अवेक व्याख्याएँ 
की जा सकती हँ-- 

(१) इस रोग के लिए ऐेलोयेथिक इलाज अधिक लाभदायक है ॥ 

(२) केवल सयोग से हमें ऐसे प्रक्षण मिले है ॥ 

(३) एऐंलोपैथिक इलाज करवाने वाले एक विशेष श्रेणी के लोग हैं जो वैद्यक 

इलाज करवाने वालो की अपेक्षा अधिक धनवान् हैं और इस इलाज के अतिरिकत वे 
अधिक दावितवर्धक भोजन भी करते है। यही उनके स्वास्थ्य के रहस्य की कुजी है। 

(४) रोग से मुक्ति पाने के छिए वैद्य अथवा डाक्टर पर विश्वास होना 

आवश्यक है । जिन छोगो ने वैद्यक इलाज करवाया उनमें से बहुतो को इस पर विश्वास 
न्त था। क्योकि उनके पास ऐलोपैथिक इलाज के लिए पैसे नहीं थे इसलिए उन्हें 

मजबूरन बैयक का आश्रय छेचा पडा। उनके स्वास्थ्य-लाम न होने का कारय यह 

अविश्वास ही था । 

ऐसी ही अन्य भी अतेक प्रकार की व्याख्याएँ प्रेक्षित सारणी के लिए दी जा सकती 
है । परन्तु मह स्पप्ठ है कि पहली व्याख्या के पक्ष में निर्गेय देने से पहले हमें कम से 
कम तीसरी व्याल््या की जाँच अवक्य कर लेनी चाहिए ३ 

इसी प्रकार यद्यपि विभिन्न मशीनों पर बनी वस्तुओं में तुटिसख्या मिन्न-मित् 

हो सकती है, परन्तु इनका कारण मशीनों में अन्तर नही वरन् उन मजदूरों में अतर 

हो सकता है जो इन पर काम करते हैँ । इसी कारण प्रषोग को अभिकल्पता 

(वं०्जडण री <्कुढणमा८०७) के अध्याय में हम देखेंगे कि मशीनों में अत्तर 

के निष्कर्य पर पहुँचने से पूर्व हमें अन्य कारणों के प्रभाव से मुवित पा छेना आवश्यक 
हे । इसीलिए छलेटिन वर्ग (7६7 5पुण्थट) आदि अनेकों अभिकल्पनाओ 

(4«पंड्ा७) का आविष्कार हुआ है । परन्धु कई स्थितियाँ ऐसी होती हैं जहाँ 
हम प्रयोग नही कर सकते, केवछ समष्टि से एक अतिदश लेकर उस पर अक्षण 
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सारणी सख्या 34 

समन 6 की आँख का रग 

काली | भूरी | नीठी हरी | कुछ 

0) 9 छाए 
| 80 (0) एणा | 38 । ग75 | ० (250 

जा । 
£ । मूरी (2) 55 | 780 । ढ5 | ० [250 
व | | | ! 

कई (ली (3) ० | २2 | 6 3 | 75 
फ श्य्ा + 
हि | हरी (4) ० फ र | 24 | 25 

कुछ ॥272 | 270. 97 | 27 | 500 

0-०. मनन पनननन+»+3++न->न«णननननन++-++ 2 ++। 
हम इस सारणी द्वारा धुता की आँखा के रग और उनके पिताजो की बाँखों के रय 

के साहचये का माप मालूम करना चाहते है। पुत्र से जिज्ञासा करने पर उसके पिता 

की बाँख का रग मालूम हो सकता है परदु पिता से पूछक र हम कसी होने वाले परुत वी 
आँख का रग नही मालूम कर सकते । लकित पिता की आँख के रग के ज्ञान दे आधार 

पर हम इसका कनुमान कर सकते है। पिता और धुत की बाँला के रगो में जिठता प्रगाई 
खाहचर्य होगा उतना ही अधिक हमें इस मनुमान पर विश्वास होगा। इस उदाहरप में 

साहचरये के माप से हमारा उद्देश्य वेवल यह जानना है कि पिता की आँख का रग जानकर 

क्तिते विश्वास वे साथ पुत्र वी आँख के रग के बारे में झतुमान लूमाया जा सकता है। 

यदि हम पिता की आँख का रग जाने विना यह अनुमान छगायें तो स्वामाविक 
है कि हम वह रुम वतायेंगे जो सबसे अधिक पुत्रो में पाया जाता है। इस विज्ञेप समष्टि 

के लिए यह रग मूरा है। परतु कुल पुतो में केवल जद पन्नू 42% की आँख का यह 

रग है इसलिए हमारे अनुमान के गढत होने की प्रायित्ता 38% प्रतिद्त है। प्रश्त 

उठता है कि पिता की बाँख का रग जानने से यह प्रायिक्ता क्तिनी कम हो जायगी । 

पिता की आँख का र॒स ज्ञात होने पर पुद की आँख दे रण का बदा अनुमान लगाना 

चाहिए ? गछती की भ्रायिक्ता की न्यूनतम करने के छिए यह स्वाभाविक है कि जिस 
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रग कौ ऑऔँख़वालो को सख्या उन सब पुत्रों में अधिकतम हो, जिनके पिता की आँख 

का वह ज्ञात-रग है हम उसी र॒य का अनुमान लगायें । जिन युत्रो के पित्ता को आँख का 

राग भूरा है उनमें सवसे अधिक सल्या भूरी आँसवालों की है। इसलिए यदि हमे यह 

पता हो कि पिता की आँख का रग मूरा है तो हम पुत्र के बारे में भूरी आँख होने ही 

का अनुमान लग़ायेंगे। यह अनुमान नि रे 72% बार सत्य होगा। इसी नियम 

के अनुसार पिता की आँख के रग के आधार पर पुत्र की आँख के रग्र का अनुमान करने 

से गलती की प्रायिकता नीली आँख के लिए ््ः रू 20% तथा काली आँख 

के लिए जि #« 22% और हरी आँख के लिए केवल ्स्म्ज नल 3९% 
5 

है। थदि सब पुरी पर सम्मिलित विचार करें तो उन सव पुत्रो की सल्या 
जितकी आँख के रंग का अतुम्रान पिता की जाँख के रण के आधार पर सही 

लूगाया जायगा 77--80-/-60--247:357 होगी । इस श्रकार गलती की कुछ 

प्रायिकवा “ट है... 23.8% होगी। 
ऊपर की तरह की सारणी में पक्त के ज्ञान से स्तभ के अनुभान की गछती की प्रायि- 

कता में जो आपेक्षिक कमी हो जाती है उसे ७» से सूचित किया जाता है। इस 
उदाहरण की सारणी के छिए 

 _58 0-23 8 

क्षब्ल्त- ७ 
जन 0.5896 

हस रकेत से । से हम उस चर को सूचित करते है जिसके अनुसार पक्तियों (१०७४) 
का विभाजत किया गया है और ८वह चर है जिम्नके अनुसार स्तभ्रो [८०प्राण्७) 
को विभाजित किया गया है। 

इसके विषरीत यदि हम पिता को आँख से पुत्र की जाल के रण का अतुसाव लगाने 
के स्थान पर प्रुत की आँखो के र॒य से यह जतुमान लगायें कि पिता की आँख का रंग क्या 
रहा होगा तो इसमें स्तभ का स्थान प्रयम और पक्ति का स्थान द्वितीय होगा यानी 
स्वग के दिये हुए होने पर हम पक्ित का अनुमान दयाबँगे । इसके लिए उचित साहचर्य- 
सूचक (घ0८४ ०६ ४४४००ब८००) 8८» है। 

... 50.0--23 8 
८६5 स्न्स्् 

ड्त* 0.5240 
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छेक्नि दोनो चरो में से एक के आधार पर दूसरे को प्रायिकता का कलन करने के 
बजाय हम दोनो के पारस्परिक साहचरय्यं के अनुमाव के लिए ऐसे माप का क्लन कर 
सकते है जो मूल में पिछले दोनो मापो के समान है परतु उसका कलन ऐसे किया जाता 
है मानो आधे समय हम पक्ति को जान कर स्तभ का अनुमान लूगा रहे हो और आधे 
समय स्वभ को जानते हुए पक्ति का । इस धरकार की त्रुटि में जो कमी होगी वह पिछले 
दो मापो के अज्ो (ग्रध्म7०८४८०७) के योग को उनके हरो (9७0०07४97५0078) 
के योग से विभाजित करने पर प्राप्त की जा सकती है। हम इस माप को ८ से सूचित 
करेंगे और इसे “पारस्परिक-साहचर्य” ((एा्रप्णओं ४६४०८७४७०४) की सज्ञा देंगे। 
पिछली सारणी के आँकडो के अनुसार 

8 च+ 34 27726 2 

न 05593 

मान लौजिए कि दो गुण शिक्षा और वेतन है । तीचे सरकारी कर्मचारियों को 
5४५३१ और वेतन के अनुसार एक क्रमबद्ध 5८4 सारणी में विभाजित क्या 
हुआ है। 

सारणी सख्या 432 
स रकारी कर्मचारियों का शिक्षा और वेतन के क्रम के अनुसार वर्गीकरण 

चाप 555८7८:--+---------......0.-- 
पल 2<:700 700 « <<300 37० € >थ5ठ0 नि पा ४ कुल 
| शरक्षा | 6) | (9) 6) &) /__ 
<५-। अपड (0) ०8 ०५5 5 3 60 73_ 
हर हाई-स्कूल (2) _ 77 4 ०3 ०० 28 

इटर मीडिएट (3) 32 के ०4 90 39 
बह चजुएड_._ (५) _ ०7 7०4 35 76 | 62 

पोस्ट ग्रेजुएट (5) _ ०0 ०2 | 5॥ 70 | 29 

कुल ।_ | 38 8 59 26. | था 

इस सारणी के लिए 
४ व5 277-548 अगा-(8--74-+-23+गद का 

३४ या अप 

277-- 548 

श्र 
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८ (5-74--23--704-77)- 748 
(श- 48) 

इसी प्रकार 

स« िथिती7०4-387770-763 
डर (थ277-762) 

४ 8 स+(६+74-+-23+-7०4न- ०7|-7480-+- (24-704+:55"776-762) 
(277-748) + थि-३76») 

23 
ता 

$ १३,४ ऋभिक-साहचर्य का सूचकाक (तल: एह ग्रंथ ४50०४४००) 

इस भाष 8 में एक कमी है। यदि वास्तविक तमस्वाह पाँच सौ रुपयों से अधिक 

ही और हस यह अनुभाव करें कि वह सो रुपयो से कम है अबवा यह अतुसान करें कि 
पह दीन सौ रुपये और पाँच सो रुपये के बीच में है तो दोनों ही अवुमानों की त्रुटियों 

को इस माप में दरावर का दर्जा दिया गयः है। इसी अकार इस माप में वेतन जातने 
पर हम शिक्षा के विचार से चाहे अपड कर्मचारी के पोस्ट-प्रेजुएठ होने का अनुमान 
दगायें, चाहे उसके हाई स्कूल पास होने का---इन दोनो अनुमान की भ्रुटियो में भेद नहीं 
किया जाता । यदि दोनो चर इस प्रकार के हो कि उनको किसी तकं-सगल ऋ्म में रखा 
भा सके जैसा कि एरणी सस्या 73 2में है तो इन भूलो को वरावर समझना उचिते 

गही प्रतीत होता | हमे ऐसे माप की खोज करना लाहिए जो भूल को भात्रा से भो 
स्रवंधित हो । 

इस प्रकार का एक गाए $ है जिसे हम ऋमिक-साहचर्य पा सूचकाफ (४:0०5 ० 

०व॑ध ४४४००४७०७) कहते है। यदि हम इन 2/7 कर्मचारियों में से दो को 
यादृच्छिकीकरण द्वारा चुन ले तो जधिक शिक्षाप्राप्त फर्मेचारी के लिए अधिक वेतन 
होने की प्रायिकता कम वेतन होने की प्रायिक्ता से किलनी अधिक है ? इस भाप के 

लिए हम ऐसे चुनावों पर विचार नही करते जिनमें दोनो कर्मचारी वेतन अथवा शिक्षा 
के विचार से एक ही श्रेणी में रखें जा सके। 

६१३५ कमिक-साहचर्ये के सूचकाक का कछन 
इस मप्र को प्राप्त करने के निम्नछिखित विभिन्न चरण है 

(7) हुए एक लाने फी बारबारता को उन सब वारबारताओ के योग से गुणा 
करिए जो उसके नीचे और दाहिने हाथ की ओर हो अर्थात् जिनमें ६ तथा श दोनो का 
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मान अपेक्षाइस बडा हो । उदाहरण वे लिए पिछली सारणी में 23 का (35-+76न+ 
77-70) + प्र8 से गुणा किया जायगा और 3 का (76+70)55»6 से । 

अतिम पवित और अत्तिम स्तभ की बारबारताओ को विस्सी भी सख्या से गुणा नही 
किया जाता। 

(2) इन गृणनफछो का योग करिए। इस योग को यदि ४ से सूचित क्या जाय 

तो सारणी के छिए 
<-- (8 » 228)+-(5 »< 85)+ (77 २ »77) 

+(742<८ 82)-+-(3 > 26)-- (722 784) 

नी 23% 78)+-(4226)+- (72 29) 
न॑-(7042८ 27)+35 % 7०) 

बच 3३263 

(3) प्रत्येक खाने की वारवारता को उन सब वारवारताओं से गुणा कीजिए 

जो उसके तीचे और वायी ओर है अर्थात् जिनमें ४ अपेक्षाकृत बडा हो किन्तु ऊँ अपेक्षा- 

कृत छोटा हो। 
(4) इस प्रकार के गुणनफलो का योग करके उसको 20 से सूचित करिए। 

पिछली सारणी में 
720 55 (»३3०-+-(४4>८79)+-(23 २7) 

न (32 749)+-(42८773)-+(35%2) 
न-(62< 79) 

मल 5,847 

(5) # का परिकलन निम्नलिखित सूत्र से कीजिए 

625: 2, 
डक 

पिछली सारणी में 
प- 23,263 --7,847 
. 33,263 ग्ध्का 
लक 3,476 

35.70 

बयोकि इस प्रकार के परिकलन में त्रुटि होने की सभावना है, इसलिए एक दूसरी 

प्रकार से इस परिकल्ून को करके दोनो परिकलनों के फल का मिलान किया जा सकता 

है। इसके लिए निम्नलिखित चरण हूँ । 
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(क) सब पक्तिन्योगो और स्तभ-योगो के वर्गों के योग का परिकठन कीजिए 

ओऔर इसमें से खानो के वर्गन्योग को घटा दीजिए। शदि इस फल को ६ से सूचित 

किया जाय तो पिछली सारणी के लिए 

॥ ्औन-00+097+062?+ (29 
+5श+ज१+-७श+-००१- ७१+ (४१६ 
+स्बन-(न-स्थीन-०३ नए नि (०4) 

+89१+(00%+(०/+0+ (०) 
म-57/0०64-- 73,943 

५ 

बन4३,थथ 

(ज) यदि परिकलन ठीक है तो 

2(5-+-70)- ५ कस 

जहाँ # सारणी के लिए कुल वारवारता है 

इस सारणी में ॥#--277 है। 

अब ४(5-+0)+ ( तन 3०,००० कब्श 

बस 73.44 

और #? ++ 73,447 

इसछिए हमे विश्वास है कि |; का परिकलन सही हुआ है। | का मान--7 से छेकर --7 

तक हो सकता है। यदि यह ऋषात्मक है तो इसका अथे यढ है कि 42-28 अर्थात् यदि 

कोई भो दो कर्मचारी लिये जायें और उतका क्रम दोनो चरी (:८.)) के अनुसार मालूम 

किया जाय तो जिस कर्मचारी के लिए एक चर का मान अधिक होगा उसमें दूसरे चर 

का सान कम होने की जाशा की जाती है ( इसी प्रकाद यदि # का मान घनात्मक है 

तो इसका अ् यह है कि 5>70 बर्घात् जिस कर्मचारी के छिए एक चर का मान 

अधिकः होगा उरापें दूसरे चर का गान भी अधिक होते की आशा की जाती हैं। 

यदि # का सान न्यूनतम जर्थात् --7 हो (जब 5-50) अथवा अधिकतम यानी न? 

हो (जब 70-5०) तो यह आशय तिश्चय में परिणत हो जाती है। 

8 १३१६ ऊपर के दिये हुए मापो का प्रयोग समष्टि और प्रतिदश दोनो के लिए 

क्या जा सकता है। बहुधा समष्टि के लिए इशप्रकार का माप मारदूम करता कठिन 

होता है और हम प्रतिदर्श से ही इस माप का प्रावकलन (८४४४४४7०7) करते हैं । 

कई बार हमारा यह विचार हो सकता है कि एक चर दूसरे से इस प्रकार सवधित 

है जैसे कि कार्य और कारण । यदि कारण पर नियत्रण रखा जाय तो काये सी नियत्रित 



२२० सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

हो सकता है। परतु प्रतिदश्श से प्रावकलित माप के आधार पर इस निष्कपं पर पहुंचने 

में गलती को बहुत संभावना है। पहिले तो हमें यह विश्वास होने चाहिए कि प्रतिदर्श 

भ्रादृच्छिकीकरण द्वारा चुना ग्सा है। दूसरे यह ध्यान रसवदा चाहिए कि साहचरय- 
सूचक का प्रेक्षित मान केवल प्रतिदर्श-तुटि के कारण तो समव नही है। हमें यह भी 
पता होना चाहिए कि कोई तीसरा चर तो ऐसा नही है जो इन दोनो चरो को प्रभावित 

करता है। ऐसी दशा में इन दो चरो के साहचर्ये का कारण यह तीसरा चर ही हो सकता 

है। ऐसे अनेक उदाहरण है जिवर्में नौसिखियें साख्यिक हास्यास्पेद निष्कर्षो पर पहुँच 

जाते हूँ क्योकि दे ऊपर दी हुई बातो का ध्यान नही रखते । साहचर्य के मापो का परि- 

कलन बहुत सरल है जिसे कोई भी स्कूल का विद्यार्थी सरलता से कर सकता है। परतु 

इस माप के आधार पर किसी युवित-युक्त निष्कर्ष पर पहुँचना बहुद सूझ-वूझ का काम 

है। यह सूझन-बूझ पुस्तकों द्वारा नही आ सकती वरन् केवल अनुभव ओर दूसरे 
सारख्यिको की आलोचना से ही पायी जा सकती है। 



अध्याय १४ 

सहे-सम्बन्ध् ((00शंत्राणा) 

$ १४ १ परिचय 

:८# परीक्षण और साहचय के सबध में हम ठ्िचर (#ाएक्ार४८2) से परि- 

चय प्राप्त कर चुके हूँ । साहचय के लिए हमने एसे चरो पर विचार फिया था 

जिनको भापा नहीं जा सकता था--अधिक-से-अधिक किसी युवित-सगत क्रम में रखा 

जा सकता था। परतु आप जानते है कि कई चर ऐस होते है कि उनको मापा जा सकता 

है। इस प्रकार के चरो के बीच साहचय के लिए एक दूसरे ही प्रकार के माप का उपयोग 

किया जाता है। इस माप को सह-सबप-गुणाक (00/29ए०७ा ८०लीटाला') 
कहते है 

सारणी सख्या 44 

ग्राम । क्षेत्र- ः ग्राम * " 
सख्या। फल |सख्या |सख्या| फल |सख्या 

ता गत 2, 00094 
7) | 9) | 9) | 0 | ७) 
है 3 8 9्र 5 30 

2 4 0 5 य 

६] 6 30-02 30. |: - ५ 

$ ह 2 8 3 

5 है 8 6 १९ 4 ह.] 

6 | 75 | 20 | 724 | 4 | 70 

2 ॥34 |. 20 | ग$ [४] 6 

3 .॥33 + 8 | आहं। 4 / & 5 6 0 । 
६ १४२ सह-सबध सारणी 

ऊपर की सारणी में सोलह गाँवो की जतसस्या सैकडो में और क्षेत्रफल सो एकडो 
में दिये हुए हें । यह एक सह-सबध सारणी का सबसे सरल उदाहरण है जिसमें प्रत्मेद! 



श्श्र साह्यिको के सिद्धान्द और उपयोग 

इकाई के लिए दोनो चरो (&,9») के मान दिये हुए हैँ। इन मानो को किसी विद्येप 

क्रम में रखने की आवश्यक्ता नही है। 

अप 

श्र 

90 

0 2 रथ €6 8 40 हर 44 “5 86 

क्षेत्रफल (से रुके मे) 

चित्र ३४---सारणी सख्या 74 7 के लिए भ्रकीर्ण-चित्र 

६ १४३ धनात्मक व ऋणात्मक सहसबध 

हम यह जानना चाहेंगे कि जब एक चर घटता या बढता है तो दूसरा चर औसतन 

किस प्रकार विचलित होता है। 
(7) यदि दोनो चरो >ए और ४ के मान साथ-साथ बढते है तो हम कहते है 

फकि ह> और ४ के वीच घनात्मक (9०»धए८) सहसबघ है। 



सह-सम्बन्ध ( (ए०्क्शैं2धणा) श्र्रे 

(2) यदि >ऊ॒ के बढने के साथ शघटता है और ऊँ के घटने के साथ शटवढतता है 

तो हम कहते है कि > और ४ का सह-सबध ऋषणात्मक (्रल्ट्ठ8०7०) है। 

यह् आवश्यक नही है कि जब > बढे तो श॒या तो बढे ही या घटे ही । ऊपर की 

सारणी में2( के बढने पर कभी तो ४” घटता है और वभी वढता है। जब हम कहते है 

कि #और ४ के बीच का सहसवध धनात्मक है तो हमारा तात्पयें केवल यह है कि 

साधारणतया > और ए साथ-साथ बढ़ते है । 
इसके पहिले कि हम सहसबंध-गूणाक का परिकलन करें हमे कुछ साधारण 

सिद्धातो का ध्यान रखना आवश्यक है। (7) यह निश्चय होता चाहिए कि इन दो 

चरो मे कुछ सबध होना न केवल सभव है वल्कि इस वात की आशा भी की जाती है। 

(2) यदि हमें यह नही मालूम कि कौन-सा गणितीय चटन सम्माष्टि का अच्छा प्रतिनिधित्व 

कर सकता है तो हमें केवल इस एक सख्या --सहसबध गुणाक--से उतनी सूचना नहीं 

मिल सकती जितनी कि उस सारणी से जो इस परिकलन के लिए तैयार की जाती है। 

(3) प्रगाढ सह-सबंध का अर्थ यह नहीं होता कि एक चर दूसरे के विचकून 

का कारण है। 

६ १४४ प्रकीर्ण चित्र (50४८८: तंरट्ठापथाए) 

यदि हम एक भ्राफ़ पेपर में भुज (285८/554) पर और कोटि (0व४०४४०) 
पर 9 को सूचित करें तो & और 9 के प्रत्येक युर्म' (97) के लिए हमें एक बिंदु 
प्राप्त होगा । इस प्रकार सारणी अथवा न््योस (0५0) का लेखाचित्र पर बिंदुओं 

द्वारा निरूपण किया जा सकता है। इस तरह हमें जो चित्र प्राप्त होता है हम उसे 

प्रकीर्ण चित्र कहते हैं। उदाहरण के लिए सारणी सख्या 747 के न्यास का प्रति- 

निधित्व चित्र सख्या 34 में दिया हुआ है। इस चित्र के द्वारा हमें सहसवध का माप 

नहीं मालूम हो सकंता। यदि सारणी में दो या अधिक युग्म बिलकुल समान हो तो 

उनकी बारबास्ताओ का हमे इस चित्र से पता नही चल सकता क्योकि ये बिदु सपतित 

हो जायेंगे और उनका पृथक करना असभव होगा। न्यास द्वारा प्राप्त सूचना को 

प्रकीर्ण-चित्र में सूत्र रूप में रखने के लिए निम्नलिखित तरीका काम में छामा जाता है। 

$ १४५७५ समसाश्रयणन्वक्त 

ऊँ के प्रत्येक प्रेक्षित सान के लिए उससे सबधित ४ के मानो के माध्य को इस 

प्रकीर्ण-चित्र पर एक बिंदु द्वारा सूचित किया जाता है। यदि न्यास एक बहुत बडे 
भतिदश से लिया गया हो तो इन माध्य बिंदुओ को मिलानेवाली रेखा लगभग एक सतत 



श्श्ढ साब्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

चक्र (४70०0 ८प्राए०) होती है । इस वक्त को समाश्रयण-व्रक्त (८86७0 

८्प्प्ए८) कहते है। 

इसी प्रकार 7 के हर प्रेक्षित मान के लिए > के साध्यो को मिलाने वाली रेखा एक 

दूसरा समाक्रयण-वकक बनाती है। सबसे साधारण स्थिति में ये वक्र सररू रेखाएँ होते 

है और ऐसा समाश्रयण एक-धातक (]7०७:) कहा जाता है। आगे हम अधिकतर 

एक-घातक समाथ्रयण का ही अध्ययन करेंगे। ऊपर के प्रकीर्ण चित्र में इतने कम बिंदु 

है कि प्रत्येक ऊ के मान के लिए ४! का माध्य मालूम करना और एक सतत वक्र का 

पता चलाना व्यर्थ होगा। इसलिए केवल अनुमात से दो सरल रेखाएँ इस प्रकार 

खीची हुई हूँ कि बिदुओ से उनकी दूरी अधिक न हो । 

इन दो समाक्षयण रेखाओं के खीचने के बाद समाक्रयण गुणाक का सन्चिकट 
(2(2/7०ज5०ा790४) मान मालूम किया जा सकता है ४ इस गुयाक का वास्तविक 

मान किस प्रकार परिकलित किया जाता है यह आगे बताया जायगा। परतु इस 

वास्तविक मान का महत्त्व केवल उस समय है जब समाश्रयण एक-घातक अथवा 

प्राय एक घातक हो। प्रकोर्ण-चित्र द्वारा यह तय करते में बडी सहायता मिलती है 

कि सम्राशथयण को एक घातक समझना कर्दाँ तक ठीक है। 

९ १४ ६ सह-सबंध गुणाक (८०4०० (:०८ग्ीलढए०) 

यदि अऔर एके साध्यो को हम क्रमश ऊँ और ऐसे सूचित करें और > और 
पे में सहसवध घतात्मक हो तो हम यह आशा करते है कि यदि > का मान >_ से कम 

होगा तो ४ का मान भी ४ से कम होया | इस प्रकार(४-->0 (४-2) का मान 

धनात्मक होगा। इसी प्रकार यदि 2८ का मान ऊँसे अधिक हो तो का मात भी 

$ से अधिक होगा! इस दशा में की (४-४) (४--&) धवात्मक होगा। परतु 
सहसवंध के घनात्मक होने कथ यह जय कदापि नही है कि प्रत्येक बिंदु के किए 

(अ-->0) (४-- 9) का मान घनात्सक ही होगा । इसका अर्थ केवड यह है कि औसतन 

इसका मान घनात्मक होना चाहिए। 

अथवा 

ट 
4 

रे बे 
(४-3) एन?) > ० 



सहन्सम्बन्ध ((.०छले॥४००) श्र्५ 

इसी प्रकार जब सहसबध ऋणात्मक होता है दो 

प्र प रु> ज्ञ्ट, (४-०७) 077?) < ० 

यही नहीं बल्कि यदि सहसवंध घनात्मक जौर प्रमाढ ($४०गष्ठ) है तो 

रप हा हम 
जे 5 (६-->) (/-- ४) का मानव घनात्मक और बडा होता है। यदि सह- 

न 

सबंध घनात्मक तो हो, परतु निर्वेल ( ए८4८) हो तो यह मान घनात्मक और अपेक्षाकृत 

छोटा होता है । इसी प्रकार ऋणात्मक सहस्तवध प्रगाढ़ अयवा निर्वल होने के अनु> 

र्प हब 
सार रे 9 (४-४) (//--४) का मान ऋणात्मक और क्रमश छोटा अथवा 

कण 

बडा होता है। 

इससे यह प्रतीत होता है कि कदाचित् (४-->) (ए-- ४) का प्रत्याजित मान 

०,, 5 #-ऊ_>) (४-२) 

सहप्वथ का एकअच्छा माप है। परतु इसका माने उन मात्रकों (छाा&) 

पर निर्भर करता है जिनमें और ४ को मापा जाय | बयोकि सह-सबध दो गुणों के 
सबंध का भाष है, इसलिए हम यह चाहेंगे कि वह इन गृणो के मात्रको से स्वतत्र हो 
उदाहरण के लिए यदि हम यह जानना चाहें कि गाँवों के शस्य-क्षेत्रफक और सपूर्ण 

क्षेत्रफल में सबध अधिक प्रगाढ है अथवा शस्य-क्षेत्रफक और किसानों की सख्या में, 

तो ८., की तरह का माप हमारे काम में नही आ सकता । 

यदि > को उसके वटन के मानक विचलून ०, के सात्रक से और ऐ४/ को उसके 

बठन के मानक विचलछन ०५ के मात्नव से सापा जाय तो यह समस्या हल हो जायगी, 
बयोकि इस दशा मे (.,, केवल एक सख्या होगी जिसमें कोई मात्रक समाविष्ट नही है 

ऊभौर ए को ०, और ० के मात्रको में नापने का अथ है कि > के स्थान पर न तथा 
ण्छ 

डे के स्पान पर सन का उपयोग करना। इस प्रकार से प्राप्त (2, के भान को हम 
हा 

रसे सूचित करेगे। 
श्र 
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उप 
7 च्त्न्छ ध्ट न ) ( + पक 6 

न न 2 (७20 %-) पते 

०्ध ०५ 

सन -“बछ 
० ०५ 

इस नये माप # को जो मात्रको से स्वतत्र है सहुसबध गुणाक (००ःर्व॑ग्धणा 

८0०॥0००४५) कहते हैं । 

$ १४७ समाश्रयण गुणाको और सहसबध गुणाक में सवध 
हम समाश्रयण रेखाओ का पहिले ही वणन कर चुके है । हम देखेंगे कि इन रेखाओं 

के समीकरण निम्नलिखित है । 

2-9... 46, #-ज 
ण्ड ग्ृ०् ० 

अथवा (४-- ५0 गा 7०५ ह-->0 (42) 
० 

तथा (ज-*) .. १० (१-9) (4 3) 

ये दोनो समीकरण क्रमश एके 5 पर तथा >7 के ४ पर समाश्रयघ को सूचित 

करते हूँ । तथा 7-< को समाश्रयण गुणाको (7८छ87८5०7॥ <्ण्थ्ीद्यव्यांड) की 
०५ ण्क 

सनज्ञा दी जाती है। 

इस प्रकार 

तर 8 न हें तन शंका ऊपर समाश्रयण-युणाक 
> 
० 

१८ 3 पद रच 2 का ४ पर समाश्रयण गुणाक 
५ 
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न किग्किवता 5 पे 
इक ली /+"/"/र॒ऊभ].. _ के सके (4.4) 

$ १४.८ सह-संबंध-गुणांक का प्रिकलन 

# का मान प्राप्त करने के लिए 3, ए, ०, ०, और ८. , का परिकलत जावश्यक 
३ हो 

है। जाप 3, ९, ०, और ०, के परिकलन से तो पहिले ही परिचित है। ८५, के 
परिकलन के लिए भी एक सरल तरीका है। 

ग्प 
डे ञ्र हे 

५५५ जर+ ज््ड (&->>) (४-१) 

हज ्र्छ नल 200) > «० (4.5) 

कप 
जे सै कगाओ ् 

्न्ँ 

हू कर 2, चर ग॒ | 2 

के आए [छ रहिऑग | 
ग्प य्प 

ज%%-+ रे 35% 

गा भा नशे 
सारणी संख्या 74.7 के छिए + का परिकलन नीचे दिया हुआ है । 

6 36 
रस->ाव6 जक्ा्ताउए6 5 #त्गा6ठ 

क््डि ल्ण्द 

है ओला डर. | ४-७६ 
36 
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76 व6 _ 76 
जय %६००३४०४४ # अखीन-ओं > अर 235 कर्क क्च्ल् म्च्प 

व6 6 ग6 

2 न्चा,242..._ «» 3>»-हए >|#-3ण 
क्ल्नो क्ष्णू क््च्ज 

व6 36 520 

>खक्ान9प्. » 3>3०0३9-४ऐ जे खचनाउ6 
जय कच्चे कप 

"36, 
न १८/25555ग 52307 

> यत -ज4 

265 94 

बन 05754 

$ १४.९ बहुत बडे प्रतिदर्श के लिए सहसबंध गुणाक का परिकलन 

अदि कुल प्रतिदर्श में केवछ 25 या 3०प्रेक्षण ही तो इस प्रकार सह-सबध गुणाक 
का परिकछन करने में अधिक कठिनाई नही होती | परतु यदि प्रतिदर्श बडा हो, उसमें 

सैंकडो अथवा हजारो प्रेक्षण हो तो इस प्रकार परिकलन समभव होते हुए भी कठिन है 

और इसमें त्रुटि होने की सभावना बहुत अधिक हो जाती है। जिस प्रकार हम चर के 

परास (£27072०6) को कुछ अतराछो में विभाजित करके---और यह मानकर कि अत- 
'राछो के सभी प्रेक्षण उसके सध्य विदु पर स्थित है---भ्रसरण के परिकलन को सरल 

बना छेते है, उसी प्रकार हम सह-सबध गुणाक के परिकलन को भी सरल वना सकते 
हूँ। इस ठरीके को नीचे के उदाहरण द्वारा समझाने की चेप्टा की गयी हे । 

794 णेतो में प्रति एकड उपज ४ (बुशलो में) और उनमें डाले हुए नाइट्रोजन 
खाद का परिमाण 2६ (पाउण्डो में) सारणी 74 2 में दिये हुए है । हम इद आऑकडो 
के आधार पर उपज और खाद के परिमाण के सह-सवध गुणाक का परिकछन करेंगे। 
हि पा परिकलछनो के कई चरण इस सारणी के साथ ही दिये हुए है । 

१४.९ १ परिकलछन की जाँच 

क्योकि इतने लबे परिकलन में गलती हो जाने की सभावना है, इसलिए हर 
की जाँच करना आवश्यक है। यह देखा गया है कि यदि एक ही परिकलन 
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को एक ही मनुष्य दोशारा करता है तो यछती के दुहराये जाने की काफ़ी संभावना 
रहती है। इसलिए यदि हो रुके तो परिकलन को जाँचने के लिए किसी दूसरी विधि का 

प्रयोग करना चाहिए। इस सारणी में प्रत्येक परिकलछून को दो प्रकार से किया गया 
है। यदि इन दोनों में अतर हो तो अधिक बारीकी से निरीक्षण करके भूल का पता 

चलाया जा सकता है । 

उपयुनत सारणी में किसी विद्येप (%/॥”) खाने की वारंबारता को [९.,, 
सूचित किया गया है। इसी प्रकार किसी विशेष & अतराल की बारबारता को [., 

तथा किसी विशेष 9” अतराल की बारबारता को / से सूचित किया गया है । 

8 १४.१० मूलबिंदु व भात्रक का परिवतेन 

परिकलत की सरलता के लिए मूल बिंदु (0970) तथा मात्रको (प्राम७) को 
बदल दिया गया है। इस विधि से अध्याय २ में, प्रसरण के कलन के सबंध में, आप 

पहिले ही परिचित हो चुके है। 

इस सारणी में 
394 

गस्-अे॥/०52, १०794; गओअर्फनन्टड्रत्त नाग 

# 

70 /न्ट्रेल आओ > हशसकित 649 

294 थे 

7752 27 ..72327 57754 

उ्ण्& 
2, #प न्+ऊ >090 (.,/७)१ [57,०५8 
म््प 

८ 
६ पनत्ट्रेल 2 फिल्टर दे २६५7-०० 

354 2 (-॥7) 

उ94 

4७9- २) (7०68 +754) 
उ94 

/, 7 न्८ 659-- 
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>- _059 7938 

$7548-9949 2 945 7526 
>-> _059 7938 

783-4406 
न 0 8422 

यह ध्यान देने योग्य बात है कि मूलबिंदु और सात्रको के बदलने से # के मान पर 

कोई प्रभाव नही पडता क्योकि (7) ४--> 8 ठथा 3-9 क्रमश > और ए के वदनो के 
माध्योसे ४, और 9; के अतर है और ये सूछबिंदु पर निर्भर नही करते । (2) यदि 5४ 
और 39; को किन््ही अचल राशियो <., और ८५ से गुणा किया जाय और गुणनफलो 

को #; और )/; से सूचित किया जाय तो 

रेप हा > रण न्द् डे 
रे, (४/- ४) (५,४१७ ०० ५५ न् ४-35) /- 

य्प हर ४7 है 
जम कथा 3 न) द््य सन 

2 य्र 
डर (/",-- ० )8 बच्चन (प्र ट् (न 9) 

*. नल ८, और ३5७ ८५ का सहसबध गुणाक यदि +«.,, हो तो 

एप 
320४-50) ७-१२) 

[ अपन ”] [2७-४ *] 

न (0०५, 3 ४7-32) (- 
क्च्च 

है.७४ के 
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पु 5. हि 
ल्ः 3 ४-7) ७-४) 
4 आल हि 2 

च्च्ल्व 

रइ३१ 
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बक्त-आसंजन (0फर स्पन््काड) 

$ १५ १ अनुमान मे त्रुटि 

मान लीजिए कि (5८, ४) एक दिचर है। इसमें हमें _£ का मान ज्ञात हैं और हम 
४ के मान का अनुमान लगाना चाहते है । यह स्पष्ट है कि हम ४ के केवलछ उन मानो 

पर विचार करेंगे जो 2 के इस मान के साथ सभव है । मान लीजिए कि ४ के ये मान 

29 00 2». #--+ > है। अब यदि हमारा अनुमान ४-१” हो तो इसमें कुछ 

ऋुढि हो सकती है। यदि वास्तविक मान )५ हो तो यह त्रुटि()/ -- 399) है । और यदि 

वास्तविक सान )५ हो तो यह त्रुटि (//--)५) है। इसी प्रकार ४ के विभिन्न मानो के 

लिए विभिन्न त्रुटियाँ होगी । आपको शायद आइचर्य हो कि आखिर यह अनुमान 

लगाने का प्रइन क्यो उठता है। स्थिति स्पप्ट करने के लिए हम एक उदाहरण पर 

विचार फरेंगे। 

हमें मालूम है कि कसी परिवार की आय बढते के साथ कपडो पर उसका खर्चा 

भी बढता है । यह इतना स्पष्ठ है कि दोनो चरो की स्वतत्रता की परिकल्पना की जाँच 

करता अनावश्यक है। इनके सह-सबवंध गुणाक का मान मालूम करने से भी कुछ विशेष 
छाभ प्रतीत नही होता । देश के लिए योजना बनाने वाछे यह जानना चाहेंगे कि परि- 

वार की आय जामतसे पर क्या कपडो पर उसके खर्चे का अनुमान छूगा सकते हे । 

इस प्रकार यदि उन्हें देश में आय का वितरण ज्ञात हो तो उन्हें यह पत्ता चल सकता है 

कि देश के लिए कुल कितने कपडे की अवश्यक्ता होगी । 
ये अनुमान चुटिपूर्ण हो सकते हैं ॥ एक ही आयवाले अनेक परिवार हो सकते 

है, परतु उत सबका कपडो पर खर्च बराबर नहीं होया / यदि हम इनमे से किसी एक 
उ--दें परिवार के कपडे पर खर्चे का अनुमान )/ छगायें और वास्तविक खर्चे % हो तो 
ब्रुटि (>--%) होगी। क्योकि यह अनुमान केवछ आय >४£ पर विर्भेर करता है, 

इतामिप्ट जर समीीडपटियाएयरे के रिया (िलहरी आपए दे झचे क्र अनुम्गत 3“ ही होगा 

और ब्ुटियाँ त्रमण' (१-93), /--2», - 0/--9-) होगी। 
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अब प्रश्न यह है कि खर्च का अनुमान किस प्रकार ऊुग्राया जाय । इसके लिए 

हम ऐसे परिवारों का एक यादुच्छिक प्रतिदर्श छे सकते है जिनकी आय & हो | इनके 

कपडो के खर्च के प्रेक्षित मानो क॑ आधार पर हम ऐसे मान )/ को निर्धारित कर सकते 
हूँ जिससे इन प्रेक्षित मानो का औसत अतर न्यूनतम हो । यदि प्रतिदर्श समप्टि वा 

एक जच्छा प्रतिनिधि हो तो इस )/ को «४ जायवाले परिवारों के लिए कपड़े पर खर्च 
के प्रतिनिधि रूप में रखा जा सकता है । यह् आप पहिले से ही जानते हे कि यदि इस 

प्रतिनिधि को 9के प्रेक्षित मानो का माध्य छिया जाय तो ज्ुटियों का वर्गन्योग न्यूनतम 
होगा ॥ 

४ 30-75 3 (0-0 - 0-० 

ह्् है] (४-०- ४७-०१ 

ड् न् (१७-०१ 

जहाँ कोई भी अन्य कल्पित प्रतिनिधि है ॥ 

परतु योजना बनाने वाछो को किरी विश्येप आय » में ही विशज्येप दिलचस्पी नहीं 
है। वे तो & के प्रत्येक मान के लिए # का अनुमान जानना चाहेंगे । यदि : के प्रत्येक 
मान के लिए परिवारों का अलग-अलग अतिदर्श लिया जाय तो कुछ प्रतिदर्श बहुत 

बदा हो जायगा। इराके अतिरिक्त साधारणतया हमारे पास परिवारों की ऐसी सूची 
नहीं होती जिसमें उनकी आय भी दी हुई हो । परिवारों को चुनने और उनसे प्रश्न 
करने पर ही हमें माडूम हो सवता है कि उन्तकी आय क्या है। प्रत्येक विशेष आय के 
अनेक परिवार चुनने के लिए हमें कुल बहुत अधिक परिवारों से जाँच पड़ताल करनी 
होगी । यह कोई सतोपषजनक तरीका नहीं है। 

चास्तव में जो तरीका अपनाया जाता है वह निम्नलिखित है । परिवारों के एक 

बडे भतिदर्श को चुना जाता है। इन में से प्रत्येक के लिए कुछ आय >( और कपडे पर 
खरे ४ को मालूम किया जाता है। तब इन प्रेक्षणों के आधार पर # और ए का 

सबंध मालूम किया जाता है। 



श्द्ृ्ड सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

8 १५.२ अनुमान के लिए प्रतिरूप (7०8८) का उपयोग 

किसी भी ४ को ऊँ के एक फलन / (&) और एक यादृच्छिक चर 6 के योग के 
बरावर मान लिया जाता है! 

>चतखिकब......ररयरय|य| थ+-+४ (5-7) 
यदि >5--» दिया हो तो ४ का अनुमान >न्र>े लिया जाता है। इस 

अनुमान के अच्छे होने का निकक्प (लाष्टप०7०) यह हैं कि ७»[)-- (७) न्यूनतम 

हो जहाँ यह योग प्रतिदर्श की प्रत्येक इकाई के लिए किया गया हो। 

समीकरण झऋ(९ए| 5-०0 गे न न्ओे 

को हम >( के ऊपर ४ का समाश्रयण कहते हैँ। यदि /(<) पर कोई नियत्रण न 
रखा जाय तो यह एक बहुत जटिल फलन हो सकता है। यह सभव है कि इस प्रकार 
के किसी जटिल फलन के लिए प्रतिदरय में » और (६) का अतर शून्य रह जाय, परतु 
यह आवश्यक नही कि यह समष्टि के लिए भी सर्वोत्तम होया। इस शका के कारण 

हम प्राय सरल समाथ्रयण के प्रतिरूप (7062) से आरम करते है। फिर हम 
उससे कुछ जटिल फछन का आसजन करके देख सकते है कि क्या च्ुटि वर्गे-्योग में इस 

जटिल्रूता के कारण कोई विशेष कमी हुई है। यदि कमी साधारण हो तो हम सरल 

प्रतिरूप को जटिल प्रतिरूप से उत्तम समझेंगे और उसी के अनुसार अनुमान छगायेंगे। 
किस सरल प्रतिरूप से आरभ किया जाय यह प्राय लेखाचित्र (872[00) देखकर 

समझा जा सकता है। बहुधा यह् सबंध केवछ एक-घातीय (]!7८७7) ही होता है। 
यानी 

3न5०४+४४+- & >०« 053) 

८ और 8 इस प्रतिरूप के प्राचल है। हमारा उद्देश्य ८ और 8 को इस प्रकार 

चुनना है कि 59 & 5-० और 5; € £ न्यूनतम हो । 

8 १५.३ अवकल कलऊन के कुछ सूत्र 

यदि आपने अवकल कलन (२स्िव्पप <्योंट्पॉए5) का कुछ अध्ययन किया 

हो तो आपको यह ज्ञात होगा कि यदि ६०८८ के लिए ४(०,/) का मान न्यूबतम है तो 

९7 6 
84 कर 

डे तन जौ ट क््च्0] 
इसी प्रकार यदि /-5४ के लिए ४(४,४) का मान न्यूनतम हो तो 75६ 

इन दोनों समीकरणों के हछ से हमें ४ और ४ प्राप्त हो जायेंगे । 



शब् बक्न-आसंजन 

यहाँ हम कुछ सूत्र अवकल-कलन के दे रहे है जिससे आपको वक्र-्आसजन मे 

संद्यायता मिलेगी। 

0) यदि. 300 55 9) ६४+ ---- 
दो 260) _. १७० | २६०) 

गेड ग्ड ग्ड 

(2) यदि (2: एक गचर (०००5८व४० है तो 

3८ __ » कछतरएि.....र<र्र्््ल्ल (2) 

(3)यदि.. $0). कन ईडी 

को रू मू अरीकशओ .........रर्ज 8) 

जहाँ £ और # दो अचर हूँ ॥ 

$ १५-४ एक-घात प्रतिरूप का आसंजन 

इन तीन सूतो की सहायता से हम एक घात-अ्रतिरूप का आसजन करंगे। 

हमारी समस्या है |. &४ को ४ और £ के लिए न्यूनतम करना | 

ञ जी ञ् (४-०-- ४४)१ 
क््च् कच्चा 

तन अहनाआर्वो+ ञ््ञा 
सः ना 

जन शध 3] जज» $.] मय कैनी- 24 ञ 8७... उतर (75-4) 
न] न] सा 

5 है] यो 
४०० सु गन 

कर. 2 अटल अंक 
८ के जिस मास के छिए 5 ८५5 न्यूनतम होगा उसके लिए 

बन 



२३६ साह्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

265४ हक 
त्त्ज्पा ज्ू0 अबवा #-54+शहऋ हनन 4) 

इसी प्रकार ् €&,* को 8 द्वारा अवकल्ति करके हमें निम्मलिखित समीकरण 
व 

प्राप्त होता है 

श्र मठ तन #> खयी 72 -य न्न्न््[ू) 
।] क्यू 

(44) और (78) को हल करने पर हम देखते है कि 

धन 8» 
8 मा... #९०९७० (75.5) 

थे था +-- को 
स्व 

ब्म्स्पॉ है. 

ण्ड 

8 के इस मान को समीकरण (.4) में रखने पर 

धनब्न अचा जज 
छ, पड 

अब यदि हमें ऊका कोई सात ४ दिया जाय तो उसके लिए इस रेखा पर ४ 

का मान होगा 

छू ता .) न अआच्न 2 ने (& ) 

औद 

यही उस >४ के लिए पट का अनुमान है। 
पिछले अध्याय में जिस सारणी से सह-सदध-गुणाक का परिकलन किया 

गया था उसके लिए 

विनर 945-7556. 4. 9 +-+ 0.84222< 
648.9949. 20 



चञज-आस जद र्ह्े७ 

बयोकि ०१, 5६945 7526 ०, २८64३ 9949 और ०,4०५ , १, 

ह२0 842273 20732९0 2000 

जन्म0 2034 

4 5224-43 ० 7939)--0 2034(70--० 7००३3) 

ज>27 7752-774 27755570 9577 

20०,, 

स्र्ल्कुः 29 , शेक्त20%,+7० 

(देखिए, सारणी सख्या 42 औंर ३ १४ १० ) 

एत्ति एकड़ उशज (कुशल मे? 

ड् 

अरे रहे 

कि डे 

6 20 40 60 60 200 720 7६0. 760 

साइंद्रोजन खाद का' यरिमाण(यराउण्ड मे? 

चित्र ३५---सारणी 74 2 के छिए प्रकोर्ण चित्र और सरल सम्राश्रयण रेखा 



र३े८ साल्यिकी के सिद्धान्द और उपयोग 

8 १५.५ अधिक सरल प्रतिरूप 

जैसा कि हम पहिले कई बार कह चुके है, विज्ञान का एक महत्त्वपूर्ण कार्य है सपूर्ण 
ज्ञान को कुछ सिद्धातो अथवा सूत्रो के रूप में रखना! इसके छिए वैज्ञानिक का यह 
प्रयत्न रहता है कि जहाँ तक हो सके सिद्धातो को सरल बनाया जाय । यदि वास्तविकता 
एक सरल सिद्धात द्वारा समझी जा सकती है तो उच्चे जटिल बनानेकी कोई आवश्यकता 
नही है। 

ऊँ के ऊपर एके समाश्रयण को मालूम करने में भी यह प्रयत्न रहता है कि जितने 

कम प्राचलो का उपयोग हो उतना ही अच्छा । ऊपर हमने ८ और ४ दो प्राचलो का 

उपयोग किया था। आप यह् जानता चाहेंगे कि क्या नीचे दिये हुए सरल समीकरणों 

का उपयोग यथेष्ट नहीं था। 

हूँ 3) 2 चच ८४+-€ 

(0). ३9 न #&+ 5 

आइए, पहिले हम इन समीकरणों के प्राचलो ८ और ४” का प्रावकलन करें। 

हु 5 ्  20-०९ 

क| है ॥६- 2४ जे अनावरण नन> 5-9) 
स्व च्ण्क 

8 ऊ €पा थ 
हक न््ः- 23 $ 
कक स्ड ६ -+- 24#--० 

»__5छ......““<र्र्र्र्र्र्््||||आआ | +** (75.70) अथवा ४ ८३ 

0) 3, </  $ &-४ को 

च्न्ज 8] नाश कल बन खडिनांग 
कच्चे 



चचछजआाठंजन र्रे% 

9 5 ह्पों + रू 

छह फततःः | #+१ह 0 

बयवा. 6 ऋ+ है 0026 >> य्ओ 
ऊँजा बना 

६ १५-६ प्रावकलूको के प्रसरण 

अब हमें यह देखना है कि दन सरछ प्रतिस्यो के लिए ब्रुटि के वर्ग-योग क्या हैँ । 
क्यू वे समाश्थयण ३--०--6०८-- € की त्रुटि के दर्ग-्योंग से बहुत अधिक है ? यदि 

ऐसा है तो ॥-८०+-/:८-- € को हो उचित समज्ञा जायया । यदि यें लगभग बराबर ही 

हो वो नपेज्षाहत्त सरल प्रतिर्तो को चुना जायया। इसके छिए निम्नकिखित परिं- 

कल्पनाओं वा परीक्षण किया जाता है 

0) #-० (0). कर+० 

परतु इसमे पहिले कि हम इन परिकल्पनाओ के परीक्षण का अध्ययन करें, हम 
यह जानना आवश्यक है कि यह परीक्षण किन अभिधारणाओ पर आधारित हैँ । ये 
जभिवारणाए निम्नलिखित है । 

(क) झआ[(ड |छोचच० 

(ख). ए(७ | 55०६, , जो & से स्वतत्र है 

(ग) & को वटत ऊँ के किसी भी सान के लिए प्रसागान्य है 

०१, , का एक उचित प्रकक्कलरूक #, , है जहाँ 

हा 
जन्नत अशिलम-ओं दिल 

गा 2 

चल अं ज० 3 ॥-ह कु है >> [75-3३) 
जि खा) खा 

कद 

(देखिए, समीकरण (4) और समोकरण (#) 



र्४ड० साब्यिकों के सिद्धान्त और उपयोग 

ऊपर जिस सारणी के लिए हमने सह-सबंध-गुणाक का परिकेलन किया था उसके 

लिए ># पर एके समप्रणण रेखा का समीकरण था 

25४8+/:०७70 9577+0० 20345 

क्योकि हमर ऊपर देख चुके हैँ कि 45-7० 957 

तथा ४-50 2034 और %८-(4)",+2०, खतू००/+ 7० 

१.2] 

2.5 7 0548 4)न-(222< 794)554884 

294 

. ं रू (7068 % 76)+(22८ 2226 49८ 754)+ (22 2226 794) 
क््ज 

बन 738,088 

वश्4 

20 नत (659>< 80)+ (2802< 754)+(44०२६--2) 

+22>< 70 >< 794 

२5३94,760 

(देखिए, सारणी सख्या 442 और $ १४ १०) 

इसलिए इन आँकडो के लिए 

58 -- 238 088--[70 9577 > 4884)--(० 2034 2< 394 760) 

53! 7947» 

>-- 4398 4492 
792 

ज+22 9086 

यदि # प्रेक्षण-युग्मो के अनेक प्रतिदर्श एक ऐसी समप्टि में से चुनें जायें जिसका 

सरछ समाश्रधण प्रतिरूप उचित हो और यदि स्वतत्र चर >ँ के मान २५ 2५5 

#% सेब अतिदयों के किए समान हो दो 

(7) £ के प्रावकलक 5 का माध्य £ होगा 
याती क8)-5४ (75 74) 



बक्न-आसजन २४३ 

(2) $ का अ्रसरण निम्नलिखित होगा 

मर बुौै> (75 75) 

5 
8) 5) नत # (576) 

(0 705 के टी 
अझ-- - (7577) 

मऊ, छान 

8 १५७ परिकस्पना परीक्षण 
यदि प्रतिदश-परिमाण बहुत बडा हो तो ऊपर ल्खि हुए अनुबधा फे अनुसार » 

के प्रतिद्शन बटन (६४709 पेछयाएएणा) का ऐसे प्रसामा्य बटन 

द्वारा सप्तिकटन किया जा सकता है जिसका माध्य 8 और प्रसरण ग्रेड ही । *_ हो । हो। 

5 (७-२० 
23] श्े 

०; , अज्ञात है परतु इस बडे प्रतिदर्श में ०१ , के स्थान पर उसके प्रावकलक ४? , 

४ 
का उपयोग किया जा सकता है। इसलिए यदि $ का मान -- 7 96 | न 

डे (&- शा 
हल] 

से कम अथवा +7 96 | हल से अधिक हो तो हम निराकरणीय परि- 
ऊ (७- कं 
ह्थ 2 

कल्पना /--८० को पाच प्रतिशत स्तर पर अस्वीकार कर सकते हैं। इसी प्रकार # 
के बटन का सिकटन एक प्रसामाय बठने से क्या जा सकता है जिसके माध्य 

ओर प्रसरण रामीकरण (75 76) तथा (75 70) से प्राप्त होते हैं । इसलिए यदि 
ञ्र 

बे सो 
अत 2. 

"कमला 
का परिकलित मान --२ 96 से कम हो अथवा 

श्र 



श्र साह्यिकी के सिद्धान्त कौर उपयोग 

| ४३, | अत 
चनैग.96 ४ 

के. ञ (६+ओ* 
्च्न्य 

455० को पाँच प्रतिशव-स्तर प्र अस्वीकार कर देते है । प्रेक्षित मान-युस्मो 
द्वारा हमें इस बात का आभास सिक सकता है कि समृष्टि में सरल समाभ्रयण 

का प्र तिरूपण कहाँ तक उपयुक्त है परतु यह आभास हमें प्रेक्षित मानो के 
परास के लिए ही मिलू सकता है। यह बहुत सभव है कि प्रेक्षित परास में तो 

सरल समाश्रयण उपयुक्त हो, परतु परास के वाहर समाक्षयण का रूप कुछ और 
ही हो । इस कारण प्रेक्षण के आधार पर तरेक्षित परास के बाहर के किसी मान के लिए 

मानो के माध्य का अनुमान जरा सोच समझ कर ही लगाना चाहिए। 

8 १५.८ हि-घाती परवरूय का आसंजन 

यदि समाथ्यण वक्र का समीकरण एक घाव फुछव हो तो हम देख चुके हैं कि 

प्रतिदज्ग से हम समराश्षयण बक्र के प्रावछो का प्राककलन किस प्रकार करते हैँ; यही 

विधि बहुघाती परवलय-वक्रीम समाथयण होने पर भी अपनायी जाती है। ढ्ि-घाती 

परवलय (छुमब०३ 0 $०८०प्रते 6०९:०८) के ग्राचलो के प्रावकलन की विधि 

उदाहरण स्वरूप नीचे दी हुई है। 

द्वि-चाती प्ररवक्ूय का समीकरण निम्नलिखित होता है । 

अनरतर्काई- 9४+ ८ » » (578) 

#, ह और ८ इस वक के प्राचल है। यदि प्रतिदश में (2, ४) युग्म के मात 

(5० 99)» (5५ 7५) - (<७ #») हो तो हम 4, 8 और ८ के ऐसे मात मालूम 
करना चाहते हूँ जिनके लिए 

से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिवल्पना 

0०<« जे (#नव्नशि-४)* 
म्च्ध 

न्यूनतम हो । 

छल ञ्र आकख्भॉन-छ ०] नप नै ही 3 को 
तय क््चि म्ल्प 



चक्र-आसंजन रडेरे 

न्थ्य # कऋना आओ कक पशआऋ भा कफ 
कच्चा स्च्च 

नऔ2क जे % +-2ब८ 3; जग नैय0८ 9 आर. +«« (5-79) 
क््च्य कण 

४ के जिस सान के लिए न्यूनतम होगा वह निम्नलिसित समीकरण को सतुप्ट 
करेया। 

०९ 
ढ़ 

च्0 

स् श न 
अबबा खा - य्टे नी गटर आनी महू हे शी न्त० 

कल्ण्कु क्षण कच्घ 

अथवा » #चच्धव +- ह » खून ८» 8 

इसी प्रकार # और ८ के लिए हमें निम्तलिखित समीकरण प्राप्त होगे 

जे बघआनत 4 3 ऋौजाीह 9 झा नी ८ 3 की | «० (8) 
सी 

ञ खा चत 4 ऊतऋ+लजडान+-८ट ऊँ ४. (0) 
ब्च्य कच्चा कि स्च्यू 

5, और ८ प्राचलो में (4), (8) जौर (८2) तीन युगपद (अंग्गप्रौपशध3००७७) 
समीकरण हैं। इनके हल से हमें 6, 2, और ८ के इच्छित मान ज्ञात हो जाते है । 

(4) और (7) में से ८ का तिरसन (लशाशंश्श०ा) करने से हमें निम्त- 
लिखित समीकरण प्राप्त होता है। 

६2] # 03-४5 » »] शड ख्ौ--5 35 #« [5 &आ- 5 ऊ शक] 
मच 

अथवा $., 55 # 3८5$&.,.*|* (2) 

जहाँ 50०५ 5 है (क्मगे छ्क्रन 



स्डढ साहियकी के सिद्धान्त और उपयोग 

इसी प्रकार (4) और ( (८) में से ८ का निरसन करने से हमें निम्नलिखित 
समीकरण प्राप्त होता है ॥ 

5.2, न £ <.2,<5,2,% "न 9) 

(42) को 5.8, तया (#) को 5, से गुणा करके एक में से दूसरे घटाने 
पर हमें निम्नलिखित समीकरण मिलता है 

5,, 5.७--5५% 5५५ "८ ८(5.2६॥-७., 5,5०0 

० 39 3०»--5.०5.. + दे तह ् 
£ के इस थान को (70) में निविष्य करने पर 

कट $,5, ५०७- 5., 5.2९ -+ (8) 

(..- 35,, 3.५९ 
# और ८ के इन मानो को समीकरण (.4) में रखकर हम 4 का मान प्राप्त कर 

सकते है। 

४ 5५ 9--.६--८७ - « (4) 
यदि आपकी इच्छा हो तो जिस सारणी का उपयोग अभी तक हम करते आ रहे 

है उसके छिए 4, और ८ का परिकलव ऊपर दी हुई विधि से कर सकते हैं । 



अध्याय १६ 

प्रतिबंधी वंटन, सह-संबंधानुपात और साध्य वर्ग आसंग 
(एग्ातांत्ृकाव एऐडफ्रफपप्तत0, 0कह्टांब्रपंगा हिशांत श्रात॑ 

ल्या 5चुपबारल 0एग्राप्पए०म०५७) 

प्रतिबधी प्रायिकता (८०४०४०७४| 9:०४००7४9) से आप परिचित ही हूँ । 
आप जातते हैं कि यदि 44 और # दो घटनाएँ हो तो यह् दिये होने पर कि # घटी है 4 
की प्रायिकता निम्गलिखित सूत्र से प्राप्त होती है 

-_ (4029) ? (4७ * ऊुछ 

$ १६१ असतत चर 

अब गाव लछोजिए कि (>,४) एक असतत द्वि-चर है तथा # और ४ कमझ' 

4५ &2 » &५ तथा 39५. 9» #% मान धारण करते है। बिंदु (७, ),) पर जो 
अयिकता है उसे हम 22, से सूचित करेगे । 

6 क# [&+-- ७ ४-5 9. ८5 #७ >> [76-) 
५. यदि हम £॥ हारा ऑ-» होने की प्रायिकता को सूचित करें तो 

ह न ए[ज-आ] न्+ ट कक >««-- (76.2) 
ब 

2 (2-95, ४#>-9.) __ /" हि जे #/९। डे - (6.3) 

यदि हम ऑ-->८ के दिये होने पर ९ के अत्येक मान के लिए प्रतिवर्धी प्रायिक्ता 

मालूम करें तो अ--> के दिये होने पर ५ का प्रतिबधी वटन (८०ाठीप्रण्ार् 
ऋ्रत्॑ाएठत) प्रप्प्त होता है। यह स्पप्ट है कि यह प्रतिबधी बटन केवल उसी 

इश्या में अये-पूर्ण हो सकता है जब % झून्य न हो । 

:. 9 (४-३ | >+-०) 



श्डच् सांल्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

अ्तिबंधी साप्य--प्रतिवष >-->८ के दिये होने पर (>, ४) के कसी फरून 

$ (४, 9) का साध्य निम्नलिखित रूप से प्राप्त किया जा सकता है। 

ह 89, 2) | उतच्ये 5 2.6 ७72 हि 

_८ २ ४७ 200५ >क हिंदओ 
१८ 

यदि $ (5,२५९) ७ श तो 

3 % 7 हे (॥|#-०) | मय | ० 0635) 

इस साध्य को ४ का प्रतिबधी माघ्य वहते है और इसको ##९) से सूचित करते 

हूँ। यदि $ (29) ++ (शक हो तो हमें ४ वा प्रतिबधी प्रसरण प्राप्त 

होता है। 

श्र ड़ 

3 (४ - ९) # 
५५५०७ /शए जाए 
इसी प्रकार प्रतिबध ४--); से सबधित >< का बटन, उसका माध्य और भ्रसरण 

भी हम मालूम कर सकते हैं। 

"(6 6) 

$ १६२ सतत चर 
यदि (>८, ७)का बटन सतत हो और [(:५ ३) उराका घनत्व फलन हो तो 

अं 

मे टन] कौ ॥ 9 /0७2) 2०० 

यदि प्रतिबध (%<5<%+-#) दिया हो तो श< ३ की प्रतिदधी प्रायिकता 

निम्नलिखित होगी 



प्रतिबधों बटन, तह-सबचानुपात और साण्य चग आसग २४७ 

> [9 <%४+ 
2 [श< ३ | ४<-<४--#] तू “हिस्सा 

सह 
नह + /(+2#% 
प्यास (०) 
84 /0७ ३०) 

यदि >#ऋ--« पर के वटन का घनत्व फठन £ (४) धनात्मक है तो 

हा # ए<३ | व्ट्खथसकक तू. + / (४३) 4) 
>> 090 अल 

पक 

8 ७2०) ० 

ड 
$ 7 (32) 

>+-०० 
हक] (76 8) 

प्रतिबध #-5४ के लिए यह ४ का प्रतिबधी चटन फ्लन (८णावंऋणार्ण 

ठफ़प्ाएप्ाणा प्रिए८एणा) कहलाता है। इस फलन का 3 के प्रति अवकलन 
(ताविट्वा००७०३४४८) करत पर हम ४! का प्रतिवधी घनत्व फलन _$ (2०) प्राप्त 
होता है । 

(9) 6 
# थे चर न्क्छ (769) 

प्रतिबयों साष्य----४ दिय होन पर (> ४) के किसी फठन क॑ (> ४) 
का प्रतिबददी माध्य निम्नलिखित होगा। 

कुछ ए शर्त ता. ॥. ४ (०)/00 40 
लक 

4 $ (४2) ७) % 
ज-०न 

प्र कक 2 मय (767०) 



श्डट साह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

छ के प्रतिवधी माध्य को यदि हम #& (:४) से और प्रतिव्धी अस्रण को «ढ|9 (») 

से सूचित करें तो 

हब एते नम ल(शाये न... 270७) % 
जज 5 जा + +« [76 77) 

है ७-रू०थीर/ 62) ४ 
०१ (0 ८ 7(ए>--») न्+- -+- जल + (6.72) 

इसी प्रकार >£ के प्रतिवधी बटन, प्रतिबधी माध्य #, (9) और प्रतिबधी प्रसरण 

व (9) की व्याख्या की जा सकती है। 

$ १६ ३ समाश्रयण (ए८४7८5४००) 

॥३ (०) स्पष्टल & का एक फलन है। # के विभिन्न भात्रों के छिए यह 

विभिन्न मात घारण कर सकता है। 3३5-/४०(०) एक वक्त का समीकरण हैणो 

(>ए) सभतर में & के विभिन्न मात्रों के छिए [६४ (»)] बिखुओ को 
मिछाता है। इस वक्त को >८ पर श! का समाश्रयण कहते है । इसी प्रकार ४£/के 

विभिन्न मानो के छिए [#:(»),2] बिन्दुओं को सिझाता हुआ बक्त ऋचा 0) 
है जो पट पर ऊका समाश्षयण कहलाता है । यदि #५ (&) » का एक-घात फलन 

([%४८३४ ई५9८0०7) होता है ती > पर ४! के समाक्रयण को सरल समाश्र॑यण 

कहते है। इसके प्राचछो का प्रवककलन श्रतिदर्श के आधार पर कंसे किया जाता है, 

यह हम पिछले अध्याय में लिख ही चुके है । 
समाश्रयण बक्तों का एक महत्त्वपूर्ण गुण होता है। >£ के सत्र फलनो में से यदि 

हम उस फलन $ (») को चुनें जिसके लिए # [/-% («)] न्यूनतम हो तो यह 

सिद्ध किया जा सकता है कि १ (०) ८ 7 (9|») क्योकि 

झए-हकयर 7 ॥-#/वा (को टूटे 

| 00% 4 0-#(ण% 0 % -- 6०3 



प्रतिबंधी बटन, चह-संबंधानुपात और भाष्य बे आसंग ४९ 

आप यह जानते ही हैं कि' किसी भी बटन के लिए ( /--४८) * का प्रत्याजित मान 

4 2( 9) पर न्यूनतम होता है ।इसलिए ४ के प्रतिवधी वटन के लिए[#-% (»)]7 
का प्रत्याशित मान $+-८४( ४») होने पर स्यूनतग होगा / इस प्रकार अपर ४ का 

समाश्रयण वक्र ऐसा होता है कि >( के ज्ञान के आधार पर ४ का अनुमान लगाते के 
लिए यदि इस वक्र पर ज्ञात & के लिए $ स्थानाक (८००४८:४३८८) फो लें वो ब्रुढि 

([#»--$ (0)] के वर्ग का प्रत्याशित मान जन््य किसी भी वक्र पर आधारित अनुगान की 

च्रूटि के वर्ग के प्रत्याशित मान से कम होगा । 

$ १६-४ सह-सबधानुपात ( (९०कले४४०४७ 7200०) 

यदि ४ के साध्य को #५ और प्रसरण को ०३ से सूचित किया जाय तो 

ग्ट्ठू न" में (#--#आा 

जन मे [(-#यरश)+ कर्शशे)-- कर! 

| मे शि-#छश्िक-झ (२)- हा -. (7674) 
इरा प्रकार हम देखते हूं कि ४ के प्रसरण को दो सघटकों (००४०००६८॥५) 

के रूप में रखा जा सकता है। एक सघटक तो उसके प्रतिवधी माध्य #, (2९) से ए' 
का साध्य वर्ग विचकुन है और दूसरा ॥५(:८) का उसके माध्य |, से साध्य वर्ग 
विचछन 7 

यदि हम 55440 22%, छी को ३१ द्वारा सूचित करें तो 

ू [क>2)-क/)र 
भर क 

से प्र॑+- हम ».. (76 33) 

» झा व मार ञड - >० 

४. ०६६ श* &ु पा +«> * (76.76) 

इस मान थ को हम सह-सबंधानुपात कहले है | यदि सम्राश्रयण एक-घाती 
है तो 



रेप्० सांध्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

धर न्ै+ ८+85४ और 

5 [४--०-#थ* 
नजर 

इ०-फ ८८ 

पा 2 

इसलिए इस दज्शा में ॥४-- ७5 

यह स्पष्ट है कि ४२--7 केवल उसी अवस्था में हो सकता है जब कि [१-४७ 
(४)|-२० हो, अर्थात् जब / के % (27) से भिन्न होने की आमिक्ता झून्य हो । 
४5 को इस कारण प्रायिकदाओ कौ समाथयण वक्त के पास एकत्रित होने की 
प्रवृत्ति का एक माप समझा जा सकता है। 

जिस प्रकार सतत चर के लिए सह-सवधानुपात की व्याक््या की गयी है उसी 
प्रकार असतत चर-युग्म के लिए भी की जा सकती है] 
इस दशा में 

थी च+ बज ख [७९-#७ 

हु डे 

चर दा (६ 4 ) का ह>[76-77) 
] 

8 १६५ माध्य व्गे आसंग 

सह-सबधानुपात हमें >£ पर ४ की निर्भरता का आभास देता है। इसी 

उद्देश्य से अनेक अन्य भापों का भी प्रस्ताव किया गया है जिनमें से एक साध्म वर्ग 
आसंग (घाध्शा ध्युपक्षण ८णाप्णाहु८ट०८७) है। इसका उपयोग केवछ असतत 
समप्टियों के लिए किया जाता है। 

यदि असतत चर युग्म का वटन निम्नलिखित है 

डक, आ+-क) हीह है न्0-2%०- क ३ चयन ग 

तो हम इन प्रायिकताओं को एक सारणी में रख सकते है जिसमें # पकितयाँ और # 
स्त्म है। 



अतिदबंधी घटन, सह-सवधानुपात और साध्य बर्ये आसम २५१ 

सारणी सख्या 64 

[ऊ, श] का बटन 

5 (8) | #+9. | # ०७ [हि 2 # | री 

योग 224 (8 | | है] हे मो 

क्योंकि हम इस सारणी में से इस प्रकार की पक्तियों या स्तभों को छोड सकते 
है जिनमे सब प्रायिकताएँ शून्य हो, इसलिए प्रत्येक पक्ति का योग !/ और स्तभ का 
योग # , शून्य से अधिक होगा | इस दशा में वटत के माध्य-वर्ग आसग्र की--जिसको 
$» से सूचित कियो जाता है--निम्नलछिखित परिभाषा है 

केश ॑ू जे 3 कफ एछ 
गया इंच. क 7 

६ 

गत इचच 9 #9/# 
न्न्प -. (76 78) 
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#* शून्य वेवछ उस स्थिति में हो सकता है जब प्रत्येक युग्भ (7 £) के लिए 
2५ तन ४ 73 परतु हम जानत है कि इस दक्ना में दोनो चर स्वतत्र होते हैं / इसके” 

मतिरिबत #& < # और #&< # ५ होने के कारण 

ब;ूक के 875 
कं के 0 हे आओ सन. हे. (76 79) 
दा मा मी 8 सच इच्च एड 

7] का ) 
गौर » » 5 गज कह [7620 

रच #च 23 ग्मग्न्त्र 

* 9 <& धूनई 

जहाँ 4 कन 77, (क #) 

2/,, (#,४) से हमारा तात्पर्य # और # सस्याआ में से छोटी वाली सख्या से है। 

इस प्रवार 0& कि < 7 और पा का उपयोग दोनो चरो की 

पारस्परिक निर्मरता के एक मानकित मापनी (5ध्यातेआ0/2०0 5८४०) पर ल्यि 
हुए माप के लिए क्या जा सकता है । 



भाग ४ 

प्राक्कत्षन 



अध्याय १७ 

प्रावकलन के श्रारंभिक सिद्धान्त 

(सक्षए०््रपएए एशंएलसंफ०५ ० .25प्ंग्राग्रातं०0) 

$ १७.१ प्रावककक और उसके कुछ इच्छित गुण 

समाध्रयण के अध्यायो में हम कुछ समष्टि प्राचलो का प्रावकछत कर. चुके हैं । 

इसी प्रकार परिकल्पना परीक्षेण में--विशेष रूप से £“-परीक्षण में--हम भ्राचलों 
के प्रावफलम से कुछ परिचय प्राप्त कर चुके है । फिसी भी प्राचलक का प्रावकलन करने 
के छिए प्रेज्षणों के एक फलन की आवश्यकता होती है जिसे प्रावक लक (८४४:78607) 

कहते है । 
इस अध्याय में हम यह देखेंगे कि प्रावकलूको को प्राप्त करने की साधारण विधियाँ 

बया है और किस प्रकार के प्रावककको को अच्छा समझा जाता है । 

किस्री प्राचल का प्राककलक क्या होना चाहिए, यह पूर्णत. स्पष्ट नही है । यद्यपि 
समष्टि के माध्य के लिए प्रतिदर्श-माध्य को प्रावकछक मानना स्पप्टतथा उचित जात 
पडता है, परतु समष्टि-प्रसरण का प्रावइकलक प्रतिदरशे-प्ररारण नही होता। उसमे हमें 

भ्रतिदर्श के माध्य से प्राचल के विचलनों के बर्गे-योग को प्रतिदर्श परिमाण से एक कम 

संख्या द्वारा भाग देना होता है | ऐसा क्यो किया जाता है इसका कारण आप अवद्यय 
जानना चाहेंगे ॥ आप यह भी जानना चाहेंगे कि किसी नवीन स्थिति में जिससे आप 

अभी तक परिचित नही हैं, प्राचल का प्राककलन किस प्रकार किया जायगा । 

यदि हम समष्टि से एक यादुच्छिक प्रतिदश ०७४:४----०-४८७ चुनें तो इन मानो 
के किसो भी फलन 8 (१६,:७-----०७) को सम्टि के बिसी प्राचक 0 का प्राककलक 
माना जा सकता है। एक उत्तम प्रावककलक के लिए हम चाहँगे कि 

| ४ ( ४७89-०६ )-:0 | जहाँ तक हो सके छोटा हो। परसु क्योकि 
46/2७--०:६, यादृषच्छिक चर है इसलिए | & ( ख्ारक-ह0 )70 | भी एक 

यादृच्छिक चर है---अचर नहीं ॥ इस कारण इसके छोटे होने की परिभाषा हमें 
इसके प्रत्याशित मान ( ०७७८८७६८० ४श/ए० ) अथवा इसकी प्रायिदता के रूप में 



र्पर् सार्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

करनी होगी। इस हूप में प्रावकलनों के कुछ इच्छित गुणों की परिभाषा हम 
नीचे दे रहे है । 

(7) अनभिनतता [ एफ/2उथव/९८४ ) मान लोजिए कि 2(७७ ४६,) 
को हम #, से सूचित वरते हैं । यदि 5[8,--05-०० तो हम #£, को एक अन- 

मिनत भावकलक [६ धर्णाआ35ट॑ं ६४घ०7४०८) कहते हैं । किसी प्रावकलूक के 
अनभिनत होने के गुण को अनभिनतता कहते हूँ । 

यदि # [/--शथु शून्य के वराबर न हो तो प्रावकछक अभिनत कहलाता है और 
तब म [5,--0] को हम 2 (£.) झे सूचित करते है और इसे श्रावकलक की धमिनति 

(70७) कहते है। 

उदाहरण के लिए शक प्रसामान्य बटन 7४(७,०) में से चुने हुए # परिमाण 

के प्रतिदर्श का माध्य 5६, बटन के माध्य का एक अनभिनत प्रावकलक है । क्योकि &, 

एक 7४ (७ ज्र्द्व्) चर है । ०. (७, च-० परतु प्रतिदर्श का प्रसरण 

है 
है). का हर हम (७-७) बदन के प्रसरण ० के लिए अनभिनत नहीं है वयोकि 

बत 

8 ७)- ४ + उ७-०-७-बक [०-०] 5 
27 ० छकी अभिनति “ ०१--०१ ज+ ---- ०* है। 
ग् का का 

(2) दक्षता (०८००८७)-यदि हम केवल अनभिद्त प्रावकलको पर विचार करें 
तो इनमें से एक ऐसा हो सकता हैं जिसका प्रसरण अन्य सब प्रावकलको के प्रसरण 
से कम हो । इस प्रकार के प्रावकलक को दक्ष प्रावकलूक (लॉरि्टाह्ाए ७४720) 

अथवा न्यूनतम प्रसरण-अनभिनत प्रावकलक (साप्रधवातप्प्रा एस्टास्य८6 एर्ट20४८वं 

७$पा्०८ण) कहते हैं । यदि किसी प्राकक्लक & का प्रसरण ०? हो और एक दक्ष 
ड़ 

प्राककलक वा अ्रसरण ०» होतो ४ की दक्षता (०कीलल्प्णण) को पक द्वारा 

नापा जाता है । इस दक्षता को ८ (8) से सूचित करते है । 

७ (परे 



आ्रायकलत फे आरंनिफ सिद्धान्त श्प७ 

+ यदि # और / दो अनभिनत प्राक्कलक हो तो / को £' से अधिक दक्ष माना 
जायगा यदि ॥ की दक्षता £ की दक्षता से जधिक हो जयवा 72) << 7 (6/ 

मात लीजिए 5३,१८७, ४६, को इस प्रकार क्रम 99,)#----०)७ मे रखा 

जाय कि $; < 9४ <-.----४६)॥ । यदि # एक विषम सख्या हो तो #.., 

इन अक्षणो कौ माध्यिका होगी । क्योंकि एक प्रसामान्य 7 (७,०) बटन में 
माध्य और माध्यिका दोनो ££ होते हैं इसलिए यह सिद्ध किया जा सकता है कि 

इस प्रकार के बटन से चुने हुए यादृच्छिक अतिदर्श के लिए 

9, 
है 2] ( नस च्च्च् 

१॥ ठ् 
यावी-' भी ७ का एक अनमितत प्रावकलक है । परतु 77 ( जो न 

4 ५ 
7(:2), इसलिए ७ के प्रावकछन के छिए 57 से &, अधिक दक्ष है। 

संगति ((:0ाज्षंबप्ला८ए) 

# [[%--१ | < €] प्रतिदर्श परिमाण # का एक फलन है। यहाँ € कोई 
भी निश्चित धतात्मक सख्या है । अधिकतर यह आशा की जाती है कि यह 

प्राथिकता 8 के साथ साथ बढ़ती जायगी । यदि किसी भ्राक्कलक #, के लिए # 
के ०० की ओर प्रवृत्त होने के साथ यह प्रायिकता 7 की ओर भ्रवृत्त हो तो £, को 
एक संगत ((:०४४५८८॥६४) प्रावकछक कहेंगे । इस प्रकार यदि £, एक संगत 

2 बम |+- 

आक्कलक है तो नए (| #ग | < ९ नप ज््नफ्य्ये 

उदाहरण के लिए एक प्रसामान्य वटन 2५(७,०) से चुने हुए प्रतिदर्श का माध्य 
७ सगत है 

5 € € २, & | आ|&-र्< थी र्सः गशद ब्यज्त ् म्य् क्ष। 

कक [जहर ४ह <(०,7) चर < ब्ल्श्ह 
ढ ० 

++ ६. शूरि- छेद ६ ]-छ[-- ००-<१४(०,7) चर <+न्नु 
47+> ०० नस 

र्छ 
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पर्यास्ति (5पर्शिलंव्ग०)) यदि (58, 2#--«+ं के संयुक्त बटन /एुआ 
अं» >त-%५:0) को तिम्नलिखित रूप में रखा जा सके 

ज 058,28-----४०३४0)स०/१ (६0) 2(ह (३, 3७ --+०+हत) 
जहाँ (260 2७---"४२०) ऐसा फलन हो जो 0 से स्वतत्र हो और 0 के लिए / एक 

प्रावकक््छक हो तो £ को एक पर्याप्त प्रावकलक ( 5पर्रि ८८०६ ८४४८०४॥०६) कहते हैं और 

कसी प्राक्कलक के पर्याप्त होने के गुण के पर्योप्ति कहते हैं । 

यह सिद्ध क्या जा सकता है कि यदि ४ पर्याप्त हो और 9 का कोई अन्य प्रावक- 

लक ४ हो जो £ का फलत नही है तो 8 भौर & के सयुवत वटन को निम्नरिखित 

रूप में रखा जा सकता है 

फ(कऋश्णित् रे (70) फ% ).../।ै #«>*  « (77.3) 

जहाँ ५५ में 0 का कोई स्थान नही है। इस समीकरण से यह पदा चलता है 

कि ६ के ज्ञात होने पर & का प्रामिक्ता घनत्व ५५ (/४/१) है जो 9 से स्वतत्र है। 

भर्यात् £ के ज्ञात होने पर अन्य कोई भी प्रावकलक 0 पर कोई अतिरिक्त प्रकाश 
नही डाल सक्ता। प्रेक्षण 9, ४५०-०“०४9 जो कुछ भी सूचना हमें प्राचल के 

बारे में देते हैं, वह सब हमें प्रावकलक £ से मिल जाती है। यही कारण इसको 

पर्याप्त कहने का है ॥ 

यदि सकषमकन-“-+ 5 एक 7०५७, 7) में चुने हुए # प्रेक्षण हैं वो 5-7 (७, 
22/---०--०% ) के संयुक्त वठन निम्नलिखित है 

न 3 (४-४) 
डिक) व ८588 2० 2, हे 

(2«) 5 

परतु 5; लाश करन है छर्निति अं छा 

ज+.. 5 (७--2)7+#2#-:27 

पु का] हे ५ ४--३) 
बिक गान न 2(थ-ा 

“- अीि%ए) 5 र्ँ १8 28 जिस 5 3 >> 
52 शशजेशड्र 



प्रावकन के आरंभिक सिद्धान्त श्ष्र 

इस प्रकार इस सयुकत वटव को दो गृणन खड़ों (8८४०७) के गुणन के रूप 
में रखा जा सकता है जिसमे से पहिला गुणन खड तो # का घनत्व-फलन है और दूसरा 
गुणन खड ९ से स्वतत्र है। इसलिए ६& के लिए £ एक पर्याप्त प्राककठक' है । 

$ १७.२ दो अनभिनत प्राक्ककों का संचयन 

यदि 8 और # दोनों एफ ही प्राचछ 0 के जनभिनत प्रायकलक है और 7 
तथा ४ दो ऐसी सख्याएँ हैं जिनका योग 7 है तो ॥9--/#9 भी 0 का एक 
अनभिनत प्रावकृछक है क्योकि 

ू 0॥8-+-॥४) कै 80.8) +# (५8) कि 4] 
न (॥+9)0 
जज 0 

यदि 8 का प्रसरण ०१, ७ का प्रसरण ०६ तथा # और ४ का सहसवध 
गुणांक ७ हो तो 7 (॥+,6) 55 5 [ ॥ (8--0)+ (४-0) ]९ 

कस एण३+24700+ १...» [75) 

इस प्रकार के दो अनभिनत प्रावकलको फा हम इस प्रकार सचय करना चाहते 
हैं कि 2 (॥#+-४9) स्यूनतम हो $ इसके लिए निम्नलिखित विधि काम में 
लायी जाती है। 

हम पहिले ही एक नवीन राशि (2 की परिभापा निम्गलछिस्तित समीकरण से 
करते है... 

(३55 7 (08 +)--%[+४- |] न) 

अब हम / और ॥; के ये मात मालूम करते है जो (2 को न््यूततम कर देते हो । 
इसके किए हमे निम्नलिखित समीकरण थ्राप्त होते है-- 

0) कीच 
अबवा ऑन्ट्रेकशगणर चच्ले...ैररऱ््ह> (2) 

तथा. (2) लि च्च्0 

अथवा 2 [(०४१-- 2 ण०७९ कर *-*([0) 

इन दोनो समीकरणों का हछ ही हमारे प्रइ्व का भो हछ है । इमके अनुसार 

० (वग्र्क ०३१] "८ ०३ ((०४+ ग्रैणए] 
अथवा 653 [न्रँ>-ण०४९) तन * (ॉ-ण०३९) 
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परतु #जी हि कत व 
क 

|| ऋन| बह 7०४०४ 

हर ०-20 ग्रग्ब+ प्यो 3) 

भर उस ये 023: (०+ 
ण्त नजाअ?गण्डइनीग्ड 

इसी प्रकार यदि हमें एक ही प्राचल के अनेक प्रावकल्क ज्ञात हो तो हम उनका 

एक ऐसा एक्घचाती फलन मालूम कर सकते हैं जिसका प्रसरण न््यूवतम हो । इस प्रकार 

इन प्रावकलको के समस्त एक्घाती फछतो में से वही सदसे अधिक दक्ष होगा १ 

$ १७३ भ्राक्कलक प्रपप्त करने की कुछ विधियाँ 

ऊपर दी हुई परिभाषाओं से आपको यह प्रतीत हुआ होगा कि किसी भी प्राचछ 

के लिए पर्याप्त प्रावकरूक की खोज करनी चाहिए क्योकि उसके द्वारा प्राचल के बारे 

में महृत्तम सूचना हमें प्राप्त हो सकती है । परतु यह हमेशा सभव नही है। बई 
बढनों के लिए और कई प्राचली के लिए कोई भी प्राक्कलक पर्याप्त नही है । इस कारण 

हमें दूसरी विधिया अपनानी पडती हैं। इनमें से कुछ जा विज्ेप महंत्त्वपरूण हूँ नीचे दी 

हुई है 
8 १७३ १ महत्तम सभाविता विधि (ककया व(शी॥07० वें हींग) 

मात छीजिए कि समष्टि असतत है और उसमें से एक यादुच्छिक प्रतिदक्म 

(2४७. ७) का चयन क्या जाता है। 6 इस समप्टि का एक प्राचछ 

है । इस विशेष प्रतिदर्श के लिए सभाविता फलन [. को निम्नलिखित समीकरण द्वारा 

परिभाषित किया जाता है 

4, (85%. रह) "२ # (० 7४ (0. %ण०े #,७) (7०) 
जहाँ ४9) ४५ के एक ऐसी समष्टि से चुन जाने की प्रायिकता है जिसका 

प्राचक्त 90 हो । 
यदि वटन सतत हो तरे ऊपर ल्खि ढग से सभादिता फहून की परिभाषा देना 

व्यू है क्योकि इस स्थिति में प्रत्येक ८: के लिए 9(8)5-0 । इसलिए सतत 

बटनों के छिए प्रतिदश के समाविता फलव को निम्नलिखित रूप में रख सकते हैं । 

7, (७४०७ 5१) 5२ (४०). (४७०) ०७० (77 
जहाँ / (६09) 9 प्राचल वाली समष्टि का & पर प्रायिकता घनत्वफलन है? 

उस 0 का पता चलने को जिसके लिए प्रतिदर्श का सभादिता फछन महत्तम हो जाय, 
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महत्तम सभाविता विधि कहते है । इस मात्र 0 का 0 के प्रवकलक की तरह उपयोग 

किया जाता है। 

बयोकि 3., घतात्मक है इसलिए [08 .का भी परिकलकन किया जा ऱकता है | 
गह 4. का एक ऐसा फलन है जो [., के साथ बढता है। इरालिए 6 के जिस मान के 
लिए १. महत्तम है उसके छिए [02 ॥, भी महत्तग है । ॥08 7. का महत्तम मान 

मालूम करने के एहिए हमें निम्नलिखित समीकरण हल करना पडेगा । 
9 ०९ च्स्0 

के. 0-56 (798) 

इस समीकरण के हल को हम 9 का महत्तम सभाविता प्रावकलफ (737प9प7 

[72/0004 ८४४४॥४४०) कहते हैं । इस प्रकार के प्रावकलन के कुछ गुण 
हैं जिनके कारण इराका विशेष महत्त्व है ॥ 

(१) सदि 0 का कोई दक्ष प्रावकलक 9 है तो सभाविता समीकरण का 

केवल एक हल होगा और बह होगा 6 । इस प्रकार यदि कोई दक्ष प्रावकछक विद्यमान 
है तो इस विधि से उसका पता चछ जाता है । 

(३) यदि 6 का कोई पर्याप्त प्रावकछक 0 है तो सभाविता समीकरण का 

हल 0 का फलन होगा । 

(३) कुछ प्रतिबध ऐसे होते है, जो प्राय सभी रामप्टियो द्वारा संतुष्ट हो जाते 
है। इनके अस्तर्गंत सभाविता समीकरण का हू सगत होता है। 

(४) यह तो स्पष्ट ही है कि समाविता समीकरण प्रेक्षित प्रतिदर्श पर आधा- 
रिति है । इसलिए इराका हल एक यादुच्छिक चर है। बडे प्रतिदर्शों के किए इसके 
हछ का बटन प्राय प्रसामान्य होता है $ 

(५) बड़े पतिदरशों के लिए शह हृछ कप्प दस्त द्वोलर है ४ गदि ै , दफा महलय 
सभाविता प्रावकछूक है और ४? एक अन्य प्राककछक है तो हम एक ऐसी सख्या 
४ मालूम कर सकते हे कि यदि #>7४ तो 77(6 ) &६ 70.) 

जाइए, अब हम कुछ प्राचलो के प्रावकछून के छिए इस विधि का प्रयोग करके 
देखें । 
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(7) समष्टि में वेवल दो मान हैं ० और 7 जिनकी ग्रायिकता क्रमश 
77? और $ है ) हम #परिसाण का एक प्रतिदश्श लेते हैं जिसमें मात 7 थौर 

बाकी (#-7) शून्य हैं । इस प्रतिदर्श के आधार पर # का प्राकककनन करना है। 

7, ज| का (एयर 
|628 ॥, 55 7768 # न (४-7?) ।०४ (7--#) 
गंग्ड. _. ? _ शा 

97 है ॥-/ 

इसलिए सभाविता समीकरण निम्नलिखित है 

के ना # 

च्न्कन ०त- क्र *च्पन0 

डी ॥५ 

अथवा + (7--9)--(0-7) # ८० 
४४ 

अथवा # ऋ_ फ्य 

(7) समप्टि प्वासों है जिसका प्राचलक » है। हम प्रतिदर्श 2४» ५ 

द्वारा » का प्रावकलन करना चाहते हैं । 

६-5 थी 7 % व %४ >र बे 
भा न्पा न 

>> ८ डी 22% 
सा ग्रेत्चि 

खा कि हक 

]08 7. +5-- #)> + ( >५ ) ]०8% - 7०8 (पथ %7 
कवि 

सभाविता समीकरण निम्नलिखित होगा 

०४ 7. 

है) 
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है] 
श्र 

हि हु >> रैक््ल] ब्च्ड 

(2 

(77) यदि समष्टि 2४ (०) हो तो 

न्है 2 #) 
, (साक्झनन> "हक एप०) तत.. ॥8 ज 

(छा ९३० 

अर कछो ३०४ १, ++ ++ 4 ]08 (9 -- ४ [० ० +- :-> 

४ के छिए सभाविता समीकरण निम्नलिखित है 

ग०8 ९ 

हज 
अथवा ७ (सा) 

ध्य््् ब्ब्0 फ् 

अथवा छचच्ऋ 
० के लिए सभाविता समीकरण तिम्नलिखित है 

ग०8 ] 

मा 

अवबो -- 

इस अतिस उदाहरण में हम देखते है कि यदि समध्ि में दो या अधिक अज्ञात 
प्राचक्त हो तो उन्हें युंगपत् (अंण्रणौध्घा००४७) सभाविता समीकरणो की सहायता 
से प्रावकछित किया जा सकता है । 
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यदि ७ ज्ञात होता और केवल ०१ का प्रावकछन करना होता तो महत्तम सभा- 

विदा प्राकक्दक़ निम्नलिखित होता 

ट | व श्म 

ण्शच्त्-- » (धन्य 
१0 क्ल्ञ्व 

यह देखा जा सकता है कि महत्तम सभाविता प्राक्कलक हमेशा अनभिनत नही होता । 

उदाहरण के लिए 

कं 4 ् 

ख (०) क. जे (४-७) 
म्त्डि 

5 #60१-स 
लत तक |५ 

हि (नफहऔ- पाक 

-«(-9) * 
$ १७३२ घूर्ण-बिधि (#रथाः० व ग॒ी कत्क्राग्र) 

किसी समष्टि के घूर्ण उसके प्राचछो के फ़लन होते हू ! यदि किसी समष्टि 

के £ प्राचल 0,, 0,,.. 0, है तो हम निम्नलिखित समीकरणो द्वारा इन प्राचलो 
के प्राक्कलनों को प्राप्त करते है 

का सकने ४६ खिला, 2, * हा 

जहाँ #६ प्रतिदर्श का $---वाँ और ३४६ समष्टि का 7--वॉ झून्यातरिक घूर्ण (गज 

ग्7णप्था) है । (देखिए अध्याय २) 
यह सिद्ध किया जा सकता है कि जिन प्रतिवधो को प्राय सभी समष्टियाँ सतुष्ट 

कर देती हैं उनके अत्तगंत इस प्रकार के प्राक्कलक्ो का बटन बड़े प्रतिदश परिमाणो 

के लिए प्राय प्रसामान्य होता है। यह प्रावकलक सगत भी होते है, परतु हमेशा अन- 

भिनत नही होते | बडे प्रतिदज्शों के लिए यह प्राय दक्ष भी नहीं होते । 

व्वासो और प्रसामान्य बटनो के लिए तो यह विधि बहुत ही सरल है क्योकि 

श्ाचल स्वय समण्टि के घूर्ण होते है। आइए, अब हम एक ऐसी समरण्टि और ऐसे 

प्राचक् का उदाहरण लें जिसके छिए प्राचल समप्टि का फोई घूर्ण नही होता हो । 

मान लीजिए यह समप्टि निम्नलिखित है । 
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की शः मे? ] 0० 
४ (»% ३२) ८ बा] 6द&< ०० 

जिसमें » एक ज्ञात अचर है। 

कि 5 0 पीकर 
ख() | ह्लाा ढ्ण्क 

च्ज् बट ॥(%+ 7) 
7(3) बलोकीा 

हे  ! 
कक, 

मे 
अथवा बुर इक 5 

लि 
इसी भ्रकार धूर्ण विधि से प्राचलो का प्राककलन वहुधा अत्यत सरल हो 

जाता है। 

$ १७४ विश्वास्य जभतराल (टकामविंकात्ट .्शश्वा) 

जो फछन प्रतिदर्श के लिए एक अद्वितीय मानव ग्रहण करता हो उसके द्वारा 0 का 

प्रावकलन करने के स्थान में हम एक ऐसे अतराल का भी प्रावकलन कर सकते है जिसमें 

0 के होने की प्रायिकता एक पूर्व-निड्चित सख्या हो । पहिले तरीके को बिदु-प्रावकलम 
(7०४7६ ८६४४स्०४००) और दूसरे तरीके को बतराज्त प्रावकछन (व्राप्टूपएथे 
€४४7790०॥ ) कहते है । 

मान लीजिए, प्रतिंदर्भ ४, ०७ - 5० ऐसी समध्टि से चुना गया है 

जिसको केवल एक प्राचछ 0 द्वारा निर्धारित किया जा सकता है । यदि एक ऐसा 

प्रतिदर्शन है जी 5५, 5९०५ 2 तेथा 9 का फलन है परतु जिसका बटन 6 से 

स्वतत्र है तो हम एक मान ४ ऐसा मालूम कर संकरो हे कि ४ के इससे छोटे होने 
की प्रायिक्ता एक पूर्व-निश्चित सख्या ८ हो जहाँ ०<७<< ३ 

बर्यातू 72[£& धो चत « +-->5(7 9) 
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यह सभव है कि असमता ४<: 8 को हम एक दूसरे रूप 0 <//अथवा 0>/2 में 

रख सकें। उदाहरण के लिए यदि समष्टि 7४ (७.7) हो तो /--(«-- ।टएक ऐसा 
प्रतिदर्शन है जो 5६, 5६७, # और ४ का फरून है परतु (#--%) का बढन 

रर (० ज्ह्ग) है जो & से स्वतत्र है । 

अपडेटेट ]०95 

र्श्स्न <<ः रा) चन्छ 975 

अथवा शं म्ज्य् जि |० 975 
छ 

(देखिए सारणी सख्या 82) 

साधारणतया हम ऐसे दो मात /( और /* मालूम करना चाहते है कि 

अस<०<८ ४ न (77 7०) 

अतराल (6 9 ) को हम 0 का विश्वास्य-भतराल (०णारते८१८४ ॥706- 

जय) कहने है । जिसका विद्वास गुणाक (००ममीतेला०८ ८०९गिललत0) « है। 
ऊपर के उदाहरण में । 

7 96 ्र त96 
[ द्र ६४६५ 2 + च्ः 

१2 

च्म्न्श अ>शकर जश[ह#<»- 

च्वा-आ( &-७)४# >7 96]- 2((उ-४)%६/#<--7 90% 
जत्पय--0 025--०0 ०2५ 

ब्नल्0 95 

मान लीजिए किसी प्रतिदर्श के लिए :--70 #5-4 क्या हम कह 

सक्तते है कि 

[9 ००६ ४६ 70 98]--० 95 



प्रवकस्नन के आरभिक सिद्धाग्त २६७ 

इस तरह का घकक्तव्य देना अर्थहीन होगा वयोकि प्रायिकता वफ्तब्य किसी 
यादूच्छिक चर अथवा यादृच्छिक घटना के सदध में ही दिये जा सकते हे और ऊपर के 

बबतब्य में इस प्रकार की किसी यादृच्छिक घटना की कल्पना नहीं की गयी है । 
शक व 96 ध्थ फिट से ० 95 एक अर्थपूर्ण वक्तव्य है 

796 
] 

पाये जाते की प्रायिकता का कुछ अर्य है । यदि हम बार-बार इस समप्टि में से # 

परिमाण के भ्रतिदर्श छे और इस अतराछ का प्राककलन ऊपर दिये हुए सूत्र द्वारा करें 

सो हम आशा कर सकते है कि 95 प्रतिशत अतराल ऐसे होगे जिनमें ६ पाया जायगा । 

और केवल $ प्रतिशत अतराल ही ऐसे होगे कि (४ उनके बाहर हो । 

बयोकि हमारा प्रतिदर्श इस सर्माष्टि में से चुना गया है और क्योकि अतराऊ का 
प्रावकछन इस विद्येप विधि से किया गया है, इसलिए हमें विश्वास है कि ७ इस 

अतराल मे ही होगा । यदि अतराल इस भ्रकार के अतरालो मे से चुना जाता जिनमें 
से 90 प्रतिशत में ही # पाया जाता तो भी हमें यह विश्वास होता कि0 उसी के 
अत्तगत है । परतु इस विश्वास की मात्रा अपेक्षाकृत कम होती । किसी अपनायी 
हुई विधि से प्रायकलछित अतठराछो में 9 के पाये जाने की प्रायिकता को हम इस 

विश्वास की सात्रा का माप मान राकते हे । इसी कारण इसवो विश्वास-गुणाक 
कहा जाता है । 

क्योंकि ( द्र 274 ) एक यादुच्छिक अतराल है जिसमें; के 
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च्रयोग अभिकव्पना 

ए०४४8० ण॑ ऋकुशांगिला' 



अध्याय १८ 

संपरोक्षण (००८१४४८०४४४६४४०७) में सांख्यिकी का स्थान 

६ १८ १ भौतिकी और रसायन के प्रयोगो मे साख्यिकी का साधारण- 
सा भहत्त्व 

विज्ञान का इतिहास भ्रयोगा (८८एटायापरव्व) और उनके फलो को समझने 

के प्रयत्नो का इतिहास है । विज्ञान की अन्य शाखाओं की अपेक्षा भोतिक और रसायन 
अधिक पुरातन है। इनमें प्रयोगो की विधि इतनी उन्नत हो चुकी है कि साधारणतया 

प्रयोगों के फलों में फोई विशेष अतर नही पडता , चाहे उन्हें कोई भी व्यकित किसी भी 
रुघान पर और किसी भी समय मयो न करे। यदि कुछ विशेष अतर पाया भी जाये तो 

उसकी व्याख्या तापमान, वायुदाव आदि गिने चुने उपादानों (०५०४५) द्वारा हो 

सकती है। ऐसे समीकरण दूँढ निकाले गये हैं जो प्रयोगो के फलो को इन उपादानो 
के फलन के रूप में व्यक्त कर सकते हे । यह सच है कि प्रयोग के फल और इरा फलन 
के मान में फिर भी कुछ अतर रह ही जाता है । परतु यह अतर इतना कम होता है 

कि इसे प्रायोगिक त्रुटि ( 0फलशथाणाण ८एणा ) समझ लिया जाता है। इस 
प्रकार के विज्ञान में अथवा उराके विकारा के लिए किये गये प्रयोगों मे राख्यिकी 

का कोई स्थान नही है । हाँ, इससे माउस (5405$) के ब्रुटि-बंटन का प्रयोग यदा- 

कदा कर लिया जाता है । इसके अलावा साश्यिकी के इस सिद्धात का भ्रयोग मी बहुधा 

किया जाता है कि प्रतिदर्श-परिमाण बढने के साथ साथ प्रतिदरों माध्य का प्रसरण 

कम होता जाता है । इसी कारण विज्ञान में यह प्रथा है कि एक ही माप में प्रयोग 

कर्ता सतुप्ठ नहीं होता । वह एक ही प्रयोग के फलो का नी अनेको बार माप 

छेता है । प्रयोगो के फलो का विभिन्न उपादानों से सबंध स्थापित करने के लिए 
समीकरण में इन मापों के साध्य का ही प्रयोग किया जात्ता है । 

$ १८२ विज्ञान की अन्य शाखाओ में साख्यिकी का असाधारण महत्त्व 

ग्रद्यपि विज्ञान की इन महत्वपूर्ण दाखाओ में साख्यिकी का कोई विद्येप स्थात 

नही है, परतु अन्य विभागों में विशेषकर प्राणि-विज्ञान और सामाजिक विज्ञाना में 
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साह्यिकी ने अपने लिए बहुत महत्त्वपूर्ण स्थान बना लिया है । इन विज्ञानो में वियम 

अधिकतर यथार्थ न हौकर साख्यिकीय होते है । परतु यहाँ हमें इन विज्ञानों के नियमों 

अथवा सिद्धातों में कोई दिलचस्पो नहीं है ॥ हम तो यह देखना चाहते हूँ कि स्वय 

सपरीक्षण अथवा प्रयोग-विधि ( €ऊऋएव्पाफ्रध्गाप्यधणत ) को साख्यिकी ने वहाँ 
तक प्रभावित किया है । साधारणतया साख्यिक स्वय कोई वैज्ञानिक प्रयोग नही 

करते, परन्तु फिर भी पिछले वुछ वर्षो में साख्यिकों द्वारा सपरीक्षण विधि पर 

कई लेख व पुस्तकें लिखी जा चुकी हैं । यह माना जाने लगा है कि वैज्ञानिकी 

को, जो प्रयोग करके उसके फलो का समुचित उपयोग करना चाहते हैं, इस 
साहल्यिकीय साहित्य से कसी हद तक परिचित होना आवश्यक है । यदि वे इससे 

परिचित नही हैं या उन्हें कसी विशेष परिस्थिति का सामना करना है तो उन्हें 

साख्यिको से सलाह लेनी चाहिए । अनुसधानकर्त्ता प्रयोग-विधि निश्चित करने 

में और प्रयोग के फलो की व्याख्या करते में साख्यकी और साल्यिका का सहारा 

इतना अधिक छेने रंगे हुँ कि कुछ वैज्ञानिकों की राय में अब यह सहारा उचित सीमा 
का उल्लघन कर चुका है और वे उसके ऊपर रोक छगाना चाहते हैं। यद्यपि हम 

इन कतिपय वैज्ञानिकों से सहमत है कि कदाचित् साख्यिकी का आवश्यकतासे अधिक 

और अनुचित प्रयोग होने रूमा है, परतु प्रयेण अभिफरपना (0९989 0०६ €हए९ए- 

म्याथा६5) में साख्यिकी ने जो स्थान बना लिया है उससे अब उसे हूठा देवा 

अमभव है। 

$ १८-8३ परिकल्पना की जाँच और प्राचलो के प्राक्कलन में प्रयोग 

अभिकल्पना का महत्त्व 

यह हम पहले ही कह चुके हैं कि भौतिक और रसायन के प्रयोगों के फलो के 

विपरीत अन्य विज्ञानों में प्रयोग को बार-बार दुहराने पर उसके फल भिन्न भित्र 

होते हैं । यह हो सकता है कि यदि उन्त सभी उपादानों को स्थिर रखा जाय जो प्रयोग 
पर प्रभाव डाछते हैँ तो इन फलो मे भी अतर न आये । लेकिन अभी तक न तो वैज्ञान 

निको को इन सब उपादानो का ज्ञान है और न ही दे ज्ञात उपादानो को नियत्रित करने 
की कठिनाइयो पर विजय प्राप्त कर पाये हैँ । यही नही, बल्कि इनका विश्वास हैं कि 

सब छोटे-छोटे उपादानो के प्रभाव का ज्ञान बहुत महत्त्वपूर्ण नही होता । अधिक महत्त्व 

पूर्ण तो यह जानना है कि इन उपादानो का सचित प्रभाव क्या है । कुछ भी हो, यह सच 

है कि इत प्रयोगो की प्रकृति यादृच्छिक प्रयोगो की सी ही होती है जिनका वर्णन पहिले 

ही कई बार किया जा चुका है। 
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हम पिछले कुछ अध्यायों में यह देख ही चुके है कि प्रयोग के फलो की व्याख्या 

किसी हृद तक परिकल्पना की जाँच द्वारा किस प्रकार की जा सकती है। इसी प्रकार 

हम यह भी देख चुके है कि प्रतिदर्श से समष्टि के प्राचलों (एभध्थययटाट:5) 

का प्रावकलन (०४४:090०0७) किस प्रकार किया जाता है । किन्तु अभी तक हमने 
इस समस्या पर भली भॉलति विचार नहीं किया है कि प्रयोग किस प्रकार किये' 

जायें अथवा प्रतिदर्श किस प्रचार चुने जायें कि उनको वास्तव में यादृच्छिक की सज्ञा 

दी जा सके और उनके फलो को यादृच्छिक चर समझा जाना युक्तियुक्त हो । इन 
यादृच्छिक चरो के आ्रायिकता-बटन का ज्ञात होना ही प्रयोग की व्याख्या को सभवः 

बताता है। यदि ऐसा] हम नही कर पाये तो कुछ थोडे से प्रयोगो के फलो से अथवा 

एक प्रतिदर्श से प्राथलो का अनुमान ऊछगाना बहुत कठिन हो जायगा ) 

६ १८-४ उदाहरण 

मात लीजिए, एक रोग के लिए दो औषधो की तुलना हम करना चाहते है । यदि 

इन औषधो का सौ-सौ रोगियों पर प्रयोग किया जाय तो हम जानते हैँ कि परिकल्पना 

क्या होनी चाहिए और उसकी जाँच कंसे करनी होगी। परन्तु इस जॉच के लिए. 

द्विपद-वटन अथवा प्रसामान्य-वदन का उपयोग हम उसी दक्षा में कर सकते है जब 
इन रोगियों को सपूर्ण रोगी-जमत् का प्रतिनिधि मान छेना किसी हद तक युक्तिसनदद 
ही । यदि इन रोगियो का चुनाव यादृच्छिक हो तब तो इन वटनो का उपयोग सगत 
है ही--कुछ अन्य परिस्थितियो में भी इसे ठक सम्झा जा स्क्ला है। 

परतु अनेक प्रयोग इस प्रकार किये जाते है कि उनसे कोई राभदायक अनुमात 
लगाना मुदिकल है। उदाहरण के लिए यदि सभी रोगियो पर एक ही औपध का 
प्रयोग क्या जाय तो उसके उपयोग को नही माऊूम किया जा सकता । अथवा यदि 

सभी रोगी जिन्हें एक विशेष औपध दी जाय, एक विशेष अस्पताल के हो तथा बन्यः 

रोगी जिन्हें दसरी जौपध दी जाय दूसरे अस्पताल के हो तो यह प्रयोग गलत होगा ॥ 
रोगी के नीरोग होने का कारण बेबल औपध नही होती ५ उसका श्लोज्षलु. क्षागराम 
और सफाई आदि का प्रबध भो उसके नीरोग होने की प्रायिकता को प्रभावित करते 
हैं। इस दा में यदि किसी अस्पताल के रोगियों से से एक वहुत बडा अनुपात नीरोग 
हो जाता है जब कि दूसरे में केवल थोडे से रोगी स्वारथ्य लाभ कर पाते है तो यह कंसे 
कहा जा सकता है कि यह अतर औधषदघो के प्रभाव के कारण है अथवा दोनों जस्पतालो 
में रोगियों की देखभाल के भेद के कारण । इस प्रकार किस प्रयोग का फल यदि कई 

श्ट 
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उपादानो पर निर्भर हो ओर हम उनमें से केबछ एक का प्रभाव जानना चाहते हो तो 

अन्य उपादानो के प्रभाव से छुटकारा पाना आवश्यक हो जाता है। 

ऊपर के उदाहरण में दोनो औपधो का प्रभाव जानने के लिए यदि दोनो 

अस्पतालों से पचास-पचास रोगियों के प्रतिदर्श लिये जायें तो अस्पतारू के प्रभावों 

से छुटकारा पाया जा सकता है। परतु रोगी के नीरोग्र होने की प्रायिकता उसको 

उम्र और साधारण स्वारथ्य पर भी तो निर्भर करती है । यदि भूल से हमारे प्रतिदर्श 

नें एक औपध के लिए अधिकतर रोगी बृद्ध और निर्वेछ हो और जिन रोगियों को 

दूसरी औपध दी जाय उनमें अधिकतर जवान तथा हृष्टपुप्ट हो तो भी ओपध के 

बारे में अनुमान गाना कठिन है। हो सकता है कि इन उपादानो के प्रभाव को 
हटाने के लिए आप प्रतिदर्श का चुनाव इस प्रकार करें कि उम्र का वितरण दोतो 

प्रतिदज्ञों में समान हो । छेकित किसी रोगी के नीरोग होने अथवा मृत्यु-छाभ करने 
में इतने अधिक उपादानो का प्रभाव पडता है कि उने सबके प्रभावों को विल्कुछ हटा 

देना असमव है। कुछ तो यह इस कारण है कि सब उपादान ज्ञात नहीं है और कुछ 

इस कारण कि ज्ञात उपादानों की सख्या भी इतनी अधिक है कि उत्तका नियत्रण 
करने के लिए भी बहुत बडे प्रतिदर्श की आवश्यकता होगी । इतने बडे प्रदिदर्श पर 
प्रयोग करने के लिए खर्चा भी बहुत अधिक होगा और यह सभव है कि उतना रुपया 

उपलब्ध ही न हो । और यदि हो भी तो शायद इतने अधिक रोग्रियो को अयोग के 

लिए ढूँढना मुश्किल हो । यदि रोगी भी मिल जायेँ तो भी इतने बडें प्रयोग को भली 

भाँति नियत्रित करने मे अनेक कठिनाइयाँ हैं । यह देखना कि रोगियो को ठीक समय 

पर औपध दी जा रही है अथवा नही, उनके भोजन और आराम आदि की व्यवस्था 
डीक है अथवा नही, उनका प्रेक्षण करने के लिए प्रशिक्षित प्रेक्षको (0752ए८७) 

को पर्याप्त सख्या से प्राप्त करता आदि अनेक कठिनाइयाँ है । 

$ १८५ यादृच्छिकोकरण (एक्काब॑शका:टटाध०क) 

यदि प्रयोग छोटे पैमाने पर हो तो उसका वियत्रण कठोरता से हो सकता है । 
यदि छोटे पैमाने के इस प्रयोग से भी समष्टि के बारे में अनुमान लगाना सभव हो दो 
हम व्यये में प्रयोग को वढगरकर अधिक खर्च के साथ-साय अन्य कठिन समस्याओं को 

क्यों निमन्त्रित करें ? यह स्पष्ट है कि इस छोटे-से धयोग दारा हम सब उपादाना के 

प्रभाव को पूरी तौर से हटा नहीं सकते, परन्तु इनके कारण प्रयोग में जो अभिनति 

(४४5) आ सकती है उससे बचने के लिए एक तरकीब है ॥ 
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इस तरकीब का नाम है “यादुच्छिकीकरण” (उ्फार्ध//7<थ/०४) जिसका 
आविष्कार प्रोफेसर रोनाल्ड ए० फिशर ने किया था । इसके अनुसार कौन-सी औपध 

किन रोगियों को दी जायगी, यह एक यादूच्छिक प्रयोग हारा निश्चित किया जाता है । 

उदाहरण के लिए हर एक रोमी के छिए एक सिक्का उछालकर निश्चित किया जा 

सकता है कि उसे पहली औपध दी जाय या दूसरी । इसका फल यह होता है कि 

दोनो औषधो को अधिक युद्ध अथवा अधिक हृष्ट-पुष्ट रोगियों का इलाज करने का 

बरावर मौका मिरता है। यह हो सकता है कि किसी विशेष यादृच्छिक प्रयोग के 
फलस्वरूप एक औपध के लिए परिस्थिति अनुकूछ हो ओर दूसरी के लिए प्रतिकूल 

हो, क्योकि रोगियों के दोनो समूह बिलकुल एक समान तो हो सकते नहीं । छेकिन 

यह अतर जितना होता है उसका विचार पहिले ही परिकल्पना की जॉच और विश्वास्य 

सीमाओं के परिकलन में कर लिया जाता है । प्रयोग की अभिकल्पना में ऐसी बहुत 
कम विद्येपताएँ हे जो बास््तव में आधुनिक है । इन कुछ विशेषताओ में यादुच्छिवी- 
करण एक है । यादृच्छिकीकरण का किस स्थान पर किस प्रकार उपयोग किया जाय 
यह बहुत्त कुछ प्रयोग करनेवाले की विवेक-बुद्धि पर निर्भर करता है । ऊपर के 

उदाहरण में यह काफी है कि कुल रोगियो में से जाघे का यादृच्छिक चुनाव किया जाय 
जिनको पहली औपषध देनी है ओर वाकी रोगियो को दूसरी दवा दे दी जाय । इस 
विधि में हर एक रोगी के लिए इन दो दवाओ द्वारा इछाज करवाये जाने की प्रायिकताओ 

को बराबर होता चाहिए ॥ कई अन्य प्रयोगों में--उदाहरण के लिए मनोवैज्ञानिक 

प्रयोगों में--कई ऐसी कियाएं होती है जो अभिनति का कारण हो सकती है । बहुघा 
जिन ब्यक्तितयों पर ये प्रयोग किये जाते है उनमें ही अन्तर पड जाता है । वे प्रयोग 

के दौरान में कुछ अधिक सीख जाते हैं अयवा यकान के कारण' उनकी कायें-दक्षता 
में अन्तर आ जाता है। ऐसी व्यवस्थित अभिनति से बचने के लिए यादुच्छिकीकरण: 

का उपथोग किया जाता है। अन्य कठित अवस्थाओ में यादुच्छिकी करण का एक ही: 
प्रयोग में बार-बार उपयोग करना पड सकता है | 

कई बार हमें विश्वास होता है कि किया गादुच्छिकीकरण हे कोई विशेष मभिनति 
नहीं होनी चाहिए । इस पर भी यह उचित है कि इस साख्यिकीय क्रिया के करने 
का कष्ट उठाया जाय । इसके द्वारा प्रयोगकर्ता अनपेक्षित घटनाओ से प्रयोग के 
बेकार हो जाने की सभावना को दूर कर सकता है । किसी विज्येप प्रयोग में इतनी 

अधिक कियाएँ द्वो सकती है कि उन सबके लिए यादृच्छिकीकरण में बहुत समय और 
घन व्यय होने की आद्यका है और कदाचित् उससे इतना छाम्र न हो ॥ इस परिस्थित्ति 
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में प्रयोगकर्ता को निश््दय करना पडता है कि कौन-सी क्रियाएँ अभिनति के दृष्टिकोण 

से अधिक महत्त्वपूर्ण है और यादुच्छिकीकरण को केवल इन क्रियाओ तक ही सीमित 

रखना पड़ता है । 

$ १८.६ नियत्रित यादृच्छिकीकरण 

यद्यपि इस यादृच्छिकीकरण से अभिनति का परिहार हम कर सकते हूँ, फिर भी 

किसी ओऔषध को विश्येप सुविधा (46२०४ ४७ 8०)मिलने की समावना को पूर्णतया सयोग 
पर छोडना बुद्धिमानी नहीं है ॥ कम्र से कम कुछ उपादाबों के प्रभाव को दोनों 

औपधो के लिए बराबर-बराबर बॉटने की चेप्ठा हमें अवदय करनी चाहिए | 

जैसा कि हम पहिलछे विचार कर चुके है, दोनों अस्पतालो में वराबर-वराबर सख्या 

के रोगियों को उन दोनों प्रकार की औपघो का दिया जाना अधिक उचित जान पडता 

है । यदि हो सके तो रोग्रियों के उन दोनों वर्गों में---जो इन दो दवाओ का सेवन 

करने के लिए चुने गये हो--उम्र का वटन और स्वास्थ्य की स्थिति एक समान कर 
देनी चाहिए । यद्यपि केवछ इन्ही दो उपादानों के प्रभाव से बचाना ही काफी नहीं 

है तथापि दायद कुछ उपादानो के सम्पूर्ण प्रभाव का एक बहुत बडा भाग इन्हीके कारण 

है । हम पूर्ण विश्वास के साथ इनको नियत्रित करने का जिम्मा सिर्फ सयोग पर नहीं 

छोड सकते । इसके लिए हमें अन्य तरीके अपनाने होगे । दूसरी ओर आपने शायद 
यह भी सोचा हो कि परिकल्पना की जाँच के लिए आवश्यक है कि प्रयोग के फल 
यादुच्छिक चर हो और इस कारण यादुच्छिकीकरण का सर्वेथा त्याग उचित नही है । 

ऐसा करने से सपूण्ण प्रयोग के वृथा हो जानें की सभावना है । ऐसी दशा में बया करना 

चाहिए ? इस समस्या को सुलझाने के लिए बहुत साख्यिकीय ज्ञान की आवश्यकता 

नही है । यदि आप घ्यानपूर्वक इस पर विचार करें तो समस्या को सुलझा सकते 

है। यद्यपि इस के कई हल हो सकते है, परन्तु उनमें से एक निम्नलिखिद है। 

दो-दो रोगियो के अनेको युग्म (75) बनायें जा सकते है जिसमे दोनों 
रोगी जहाँ तक इन उपादानों का सबध है, एक समान हो । यदि औषधियाँ 4 और 

फ हो तो हमें इनमें से एक युग्म के लिए यह निर्णय करना होता है कि किस रोगी 
को 4 और किसको के दी जाय ) यह एक यादृच्छिक प्रयोग द्वारा--उदाहर/ 

के लिए एक सिक्के को उछारूकर---किया जा सकता है। इस प्रकार हम इन उपा- 

दानो को नियत्रित भी कर छेते है और यादृच्छिकीकरण के उपयोग द्वारा अभिनति 

का परिहार भी हो जाता है । यदि दो न होकर जौषधधियों की सख्या #हों च्ो 



सपरीक्षग में सांज्यिको का स्थान २७७ 

हमें कुछ रोमियो को ऐसे कुलका (5८७७) में बॉटना होगा जो कुछ महत्त्वपूर्ण उपादानों 

की दृष्टि से समाग हो और प्रत्येक कुलक में रोगियो की सख्याक हो 3 

& १८,७ ब्लॉक 

प्रायोगिक इकाइयो के इन कुलको को--जिनमें विभिन्न उपचारो (ए८्थययध्प/) 

को इकाइयो में यादृच्छिकीकरण द्वारा वॉटा जाता है--साहब्यिकीय भाषा में ब्लॉक 
(७०0८:) कहते है। इराका कारण यह है कि प्रयोग की अभिकल्पता के साख्यिकीय 

सिछ्धातो का आविष्कार आरम्भ मे कृषि सबधी प्रमोगों के छिए ही किया गया था । 

उनमें यह कुछक एक सहत भूखड (००४०/०४८४ 97८०९ 6 ]990) द्वोता है जिसे 
अग्रेजी में अक्सर ब्लॉक भी कहते है । इसी प्रकार अन्य अनेक पारिभाषिक दाब्द--- 

जिनका प्रयोग-अभिकल्पना साहित्य में उपयोग होता है--क्ृषि से सबधित हैं । परल्तु 

अब तक आप यह यो सभझ ही चुके है कि इन सिद्धातो का उपयोग क्ृषि-विज्ञान में ही 

नही बल्कि प्राणि-विज्ञान, मनोविज्ञान और सामाजिक-विज्ञान के प्राय सभी प्रयोगों में 
होता है । 

$ १८.८ प्रयोग आरभ करने से पूर्व योजना की आवश्यकता 

मह् बहुधा देखा जाता है कि वैज्ञानिक प्रयोग के लिए योजना बनाते समय 
साख्यिको से सलाह लेने की आवश्यकता नहीं समझी जाती । जब वे प्रयोग कर 
चुक्ते है तो सकलित ऑकडो को साख्यिको के सामने रखकर कहते है कि आप 
जरा इनका विद्लेषण और व्याल्या तो कर दीजिए । साह्यिक प्राय किसी विज्ञान 

में विज्येष दक्ष नही होता और इसलिए उसे यह जानना आवश्यक हो जाता है कि 

प्रयोग किस उद्देश्य से किया गया था । इमके अलावा प्रयोग में जो विधि अपनायी 
गयी थी उसका जानना भी आवश्यक होता है । साध्यिक चेप्टा करता है कि 
प्रयोग के उद्देश्य को किसी प्रकार साल्यिकीय परिकल्पना के रूप में रख सके | फिर 

उसे यह देखना होता है कि प्रयोग के छिए जो विधि अपनायी गयी है उराके द्वारा इस 

परिकल्पना की जाँच होना कहाँ तक सभव है । 
चुछ उत्साही जन प्रयोगो को बिना पूरी तरह योजना बनाये ही आरम्भ कर देते 

है। बाद मे उन्हें यह माझूम होता है कि जिस प्रकार प्रयोग किया गया है उससे उद्देश्य- 
पूर्ति नही होती । अथवा प्रयोग में प्रतिदर्श परिमाण इतना कम था कि उसके आधार 

पर किसी निश्चित परिणाम पर पहुँचना सभव नही । कई बार प्रतिदर्श परिमाण 

इतना अधिक होता है कि उससे बहुत कम में ही काम चछ सकता या । इन रुव दश्ाआ 
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में प्रयोग में लगाये हुए धन और समय का अपव्यय होता है । यह कही अधिक अच्छा 
होगे यदि सासख्यिक की सलाह योजना बनाते समय ही के छी जाय । ऐसी अवस्था: 

में वह यह आश्वासन दे सकता है कि प्रयोग के उद्देश्य में सफलता मिलने की सभावना 

है अथवा नहीं । 

$ १८ ९ प्रयोग की योजना बनातें समय तीन बातो का ध्यान रखना होता है 

(१) प्रयोग का उद्देश्य क्या है ? 

(२) प्रायोगिक इकाइयाँ क्या है ? प्रयोग किस प्रकार किया जा रहा है और 

प्रयोग में प्रतिदर्शशपरिमाण क्या होगा ? 
(३) प्रायोगिक फला का विद्लेषण किस प्रकार किया जायगा ? 

68 १८ १० प्रयोग का उद्देश्य 

कमी भी प्रयोग का उद्देश्य एक या अधिक श्रतिदर्शों के आधार पर समष्ि के 

बारे में ज्ञान प्राप्त करना अथवा उससे सवधित कुछ कथतो की सत्यता की जाँच करना 
होता है । सास्यिक को यह मालूम होना चाहिए कि वह कौन-सी समष्टि है जिसके 

बारे मे वैज्ञानिक ज्ञान प्राप्त करना चाहता है । मान छीजिए कि एक प्रयोग का उद्देश्य 

गेहूँ की फसल के लिए विभिन खादो के प्रभाव का पता लगाना है । परन्तु यह उद्देश्य 
सुस्पष्ठ नही है । गेहूं केवछ एक ही प्रकार के नही होते । वे कई प्रकार के होते है. । 
यह जातता आवश्यक है कि अ्रयोगकर्त्ता किसी विशेष प्रकार के गेहूँ पर खादों के प्रभाव 

का अध्ययन करना चाहता है अथवा साधारणतया सभी प्रकार के गेहूँ पर | इसी 

प्रकार विभिन्न प्रदेशों के जलवायु और जमीन में अन्तर होता है । जो झाद एक 
प्रदेश में छामदायक सिद्ध होती है वह किसी दूसरे प्रदेश में बेकार भी हो सकतो है । 

इस कारण यह जानना भी जरूरी है कि अ्योगकर्ता की रुचि किसी अदेश विश्येप 

में है अथवा साधारणतया सभी प्रदेशों में । इस प्रकार प्रयोग के फलो को प्रभावित 

करनेवाले उपादानो में से कौन एसे है जिन्हें स्थिर रखा जा सकता है, यह माडूम हो 

जाता है 

यदि उद्देश्य बहुत महत्त्वाकाक्षायुक्त नही है--स्रदि किसी साधारण समष्टि के 

लिए किसी एक कथत की पुष्टि अथवा उसका खडम करना हो तो तुलनात्मक दृष्डि 

से काफी छोटे प्रतिदर्श को छेकर ही प्रयोग किया जा सकता है । यदि प्योगकर्त्ता बहुत 

महत्त्वाकाक्षी है तो सभव है कि उसकी आकाक्षा वर्षो प्रयोग करने पर भी पूरी नहो। 
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समध्टि के बारे मे फँराछा हो जाने पर सह जानना आवश्यक है कि वह कथन 
सया है जिसकी पुष्टि अथवा खडन करना प्रयोग का उद्देश्य है। कुछ कथन ऐसे होते 

है जिनकी पुष्टि करता अथवा जिनका खडन करना प्रयोगों द्वारा असमघ है । इस 

अक्ार के कथन अधिकतर महत्त्वहीन होते है । यदि वे महत्त्वपूर्ण हो भी तो बहुधा 
अमोगकर्तता अथवा साख्यिक के पास उनकी जाँच करने का कोई साधन नही होता । 

ऊपर के उदाहरण के लिए कथन विम्नलिखित हो सकता है । “खाद « गेहूँ 

की फसल के लिए अन्य खाद की अपेक्षा अधिक अच्छी है ।” प्रश्न यह उठता है कि 
यह किस दुष्टिकोण से अच्छी है ? वया उसके कारण गेहूँ की पंंदाबार अधिक होती 
है ? क्या उसके कारण गेहूँ के पौधों में बीमारी से बचने की शक्ति बढती है ? क्या 

उसके कारण गेहूँ की पौष्टिकता (00 एशए८) बढ जाती है ? क्या उसके 

कारण गेहूँ की फसऊ जल्दी तंयार हो जाती है ? प्रयोग का उद्देश्य इनमें गे एक या 
अधिक प्रश्नों का उत्तर प्राप्त करना हो सकता है, परतु योजना के लछिए इसका स्पप्ट- 
त्तया जानना आवध्यक है । इसके अलावा ये कथन इस प्रकार के होने चाहिए कि उन्हें 
एक सास्यिकीय परिकल्पना के रूप में रखा जा सके । 

$ १८ ११ प्रायोगिक उपचार (/शाक्रशे कटदककला5) 
उपचारो से हमारा तात्पय॑ यहां उन विविध क्रियाजों से है जिनके प्रभाव को नापना 

भौर उन्तकी तुलना करना भयोग का उद्देश्य होता है। इन क्रियाओ की भली-भॉति 

व्याख्या करना आवध्यक होता है। हमें यह भी जानता चाहिए कि प्रयोग का उद्देश्य 

केवल सबसे प्रभावशाली साधन का पता चलाना है अथवा यह मालूम करना है वि 
इन साथनों के प्रेक्षित प्रभाव का कारण क्या है ? यद्यपि कई व्यावहारिक समस्याआ 

को सुलझाने के लिए सर्वोत्तम साघन का जानना ही यथेष्ट होता है, परतु कारण के ज्ञान 
से ही विज्ञान की उन्नति द्रुत गति से होती है ॥ कई बार प्रयोग में हम कुछ ऐसे साधनो 
धर भी विचार करते हँ जिनके बारे में हम जानते हैं कि इसका व्यवहार कभी नही क्या 

जायगा | इन साधनों का उपयोग प्रयोग में केवल कारण जानने के लिए किया 

जाता है ! 

$ १८ १२ बहु-उपादानीय घयोग (७8८०४ ल्त्क्ष्प्णध्) 

हम पहिले ही कह चुके है कि हमें यह जानना आवश्यक है कि क्सि उपादान के 
अभाव को हम नापगा चाहते है । दूसरे उपादाना के प्रभाव को हम स्थिर रख सकते 

हैं । परतु यह तभी ठौक होगा जब इन उपादानों के प्रभाव सयोज्य (30085 ८) 
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हो ( यदि ऐया हो वो यह निरिचत वरने में वुछ भी कठिनाई नही पडती कि अन्य उपा- 

दानो को विस मान पर स्थिर रखा जाय । परतु यदि यह प्रभाव सयोज्य नही है तौ 

किसी विशेष उपादान का प्रभाव उन सानो पर भी निर्भर हो सकता है जिन पर अन्य 

उपादानों को अचर रखा जाता है । ऐसी स्थिति में इस विशेष उपादान के प्रभाव को 

अन्य उपादानों के कम से कम दो विभिन्न सालो पर नापता ठीक समझा जाता है। 

इस प्रकार के प्रयोग में हम न केवल इस विश्विप्ट अवयव या 5पादात के बल्कि अन्य 

उपादानो के प्रभाव को भी नाप सकते हैं । इस प्रकार के प्रयोगों को बहु-उपादानीय 

प्रयोग (द्6/०7४2 ८८०श४४/॥८४४) कहा जाता है। आगे चलकर हम इन प्रयोगों 

की विधिं और उनके विदछेषण पर विस्तारपूर्वक दिचार करगे। 

$ १८-१३ नियत्रण इकाइयाँ (८०ह#र्ग मा) 

कई बार ऐसा होता है कि जित इकाइयो पर प्रयोग किया जाता है उनकी किसी 
विशेपता के कारण प्रयोग व्यर्थ हो जाता है॥ उदाहरण के लिए एलोप॑थी और 
होमियोपैथी की तुलना को ही लीजिए । आपको शायद पता होगा कि कई शारीरिक 

रोग केवह मनोदझ्ाजनित अथवा मन शारीरिक (9ज«१॥०४०7०४४०) होते 

हू । उनका कारण कोई भौतिक पदार्थ, रसायन, विप अथवा कीटाणु नहीं होता । 
यदि रोगी को किसी वजह से यह रूपाल हो जाय कि उसका स्वास्थ्य ठीक नही है तो 
उसकी यह मनोदज्ला ही रोग का कारण बन सकती है। यदि रोगी को पता न लगे 

और वह यह समझे कि उसे कोई बहुत गुणकारी औषपध दो जा रही हैं तो केवल आठ 
की गोछियो अथवा शुद्ध जछ से भी उसका इलाज हो सकता है । ऐसे रोगियो का यदि 

एलोप थी अथवा होमियोपैंथी द्वारा उपचार किया जाय तो उसका फू इस पर विर्मर 

करेगा कि रोगी को इनमें से किस पर विश्वास है। आरम्भ में यह पता छगादा 

कठिन है कि रोगियों में से वे कौत से है जिनका रोग मन शारीरिक है ! ऐसी दक्या में 
यद्यपि हमारा उद्देश्य केबड होमियोपैथी और एलोपेथी की तुलता करना है, तथापि 

हमें यह् आवश्यक हो जाता है कि कुछ रोगियो पर इन दोनो में स्रे किसी भी इलाज का 

अयोग नही किया जाय , चल्कि आटे की गोलियो जैसी निरर्थक दवाई इस्तेमाल की जाया 

इस प्रयोग से हम मन शारीरिक रोग से पीडित रोगरियो के अनुपाद का अदाजा छगा 

सकते है । इस प्रकार एक निरथंक उपचार के प्रयोग से प्रयोग तिरभेक न रहकर 

सार्थक हो जाता है। इस प्रकार की इकाइयो को---जिनपर निर्स्थक उपचार क्या 
जाता है--नियत्रण इकाइयाँ (८००४०१ प्याए5) कहते हैं । 
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$ १८ १४ प्रयोग-अभिकल्पना का एक सरल उदाहरण 

यद्यपि वैज्ञानिक अनेक वर्षो से प्रयोग करते आ रहे हे, परतु उनकी अभिकल्पता 
और विश्लेषण झेलछी को पहलो बार व्यवस्थित रूप में रखने का श्षेय है प्रो० रोनाल्ड 
एू० फिशर को । अपनी (0€अ8५ ०(उकुथ्णाण्थाए) नाम की पुस्तक में उन्होने 

अभिकल्पना के सिद्धातो से परिचित होने के लिए एक कल्पित, परतु बहुत ही 
दिलचस्प प्रयोग का उदाहरण दिया है। साब्यिकीय राहित्य में यह उदाहरण बहुत 

प्रसिद्ध हो गया है और कुछ अन्य साख्यिको ने भी इसी उदाहरण की लेकर प्रयोग- 

अभिकल्पना की ध्याख्या की है। आगे इस कल्पित प्रयोग का सक्षेप में वर्णन किया 

गया है । 

६ १८ १४ १ प्रयोग का उद्देश्य 

एक महिला का यह दावा है कि वह चाय फो चखकर यह बता सकती है कि प्याले 
में पहिले चाय डाली गयी थी अथवा दूध । हम ऐसी प्रयोग-अभिकल्पना की समस्या 
चर विचार करेंगे जिसका उद्देश्य इस कथन की सचाई जाँचना है 

$ १८ १४२ प्रयोग-विधि 

हमारा प्रयोग निम्नलिखित है । कुल आठ प्याले चाय बनायी जाय जिससमें से 

चार प्यालो में पहिले चाय और अन्य चार में पहिले दूध डाला जाय । इन प्याछो को 
महिला को एक यादृब्छिक क्रम से दिया जाय और वह चखफर यह बताने की चेष्टा 
करे कि कौन-सा पदार्थ पहिले डाला गया था--दूूघ या चाय | महिला को यह पहिलछे 

से बता दिया जाय कि प्रयोग में चार प्यालो में दूध पद्दिले और चार प्यालो में वाद में 

डाला गया है। 

$ १८ १४.३ अस्वीक्ति भ्रदेश और प्रतिदर्श परिमाण का निश्चय 

यह मालूम हो जाने के बाद स्वाभाविक ही है कि वह इन आठ प्यालो को चार 

चाएर के दो छुकको, से इस प्रकार दिर्रापीडिल करने बडे ओेप्टए करेपी--एक पे दह प्पाले 

जिनमें दूध पहिले डाझा गया है और दूसरे में वे जिनमें वाद में डाला गया है । 

89<72<८6%८ /- अप च्० 

49<39८2>८] 

सचय बनाये जा सकते है । यदि गहिछा दोनो तरह के प्यालो में प्रभेद नही कर सकृती 

तो उसके लिए अदाज से इनको दो कुलको में ढीक-डोक बाँटने की प्रायिकता , है। 

आठ बस्तुओ में से चार वस्तुओं के कुछ () सन 
4 
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प्यालो की सख्या बढाने से यह प्रायिक्ता और कम हो जाती है। इसके विपरीत 

यदि प्याछ्ा की सख्या को और छोटा कर दिया जाता तो यह प्रायिकता इतनी अधिक 

होती कि प्रयोग के फल को--यदि प्याला का प्रभेद ठीक भी हो गया हो--सयोग 

जलनित माना जा सकता था। उदाहरण के लिए यदि केवल चार प्याले होते तो 

अदाज से उन्हें दो सही सचया में बांटने की प्रायिक्ता ढ़ तनु च्ि 

होती 4 

प्रयोगकर्ता को पहिले ही यह् निश्चय कर लेना चाहिए कि वह क्या सख्या है जिससे 

कम प्रयोग के फल की प्रायिकता होने पर उसे विश्वास हो जायग्रा कि ऐसा केवल 

सयोग से नही हो सकता । इस प्रकार के प्रयोग से क्या छाभ जिसके किसी भी फछ से 

उसे सतोष नहो । यदि वह यह सोचता है कि वे फल जिनकी प्रायिकता पाँच प्रतिशत 

अथवा उससे भी अधिक है किसी भी निष्कर्प पर पहुँचने के लिए बेकार हैं तो उसके 

लिए आठ से कम प्यालों मेँ प्रयोग करना निरथ्थक है! 
प्यालो की कोई भी सख्या सयोग के प्रभाव से हमें पूर्णतया नहीं बचा सकती । 

हम केवल इस सुविधाजनक नियम को मान छेते है कि यदि किसी घटना की प्रायिकता 
सत्तर में एक है तो वह साल्यिकीय विचार से सार्थक है । आप यह तो समझ ही गये 
होगे कि किसी एक प्रयोग से, चाहे उसका फल कितना ही सार्थक क्यों न हो, हमें पूर्ण 
विश्वास नही हो सकता । दस लाख में एक की प्रायिकता होने पर भी निश्चय ही वह 

घटना कभी न कभी घट ही सकती है । यह हो सकता है कि हमें आशचयें हो कि ऐसी 

असभावी घटना हमारे ही प्रयोग में क्यो हुई । 
यदि हम किसी प्राकृतिक घटना को प्रयोग द्वारा प्रमाणित करना चाहते ह्दे वो 

इकके-दुकके प्रयोग इसके लिए काफी नही है । इसके छिए भरीसा करने लायक एक 

विज्ञेप प्रयोग-विधि की आवश्यकता है । मान लीजिए कि हमारे प्रयोग में महिला 

आठ में से छ प्यालो को ठीक-ठीक पहचान छेती है। यदि महिला में प्रभेद शक्ति 
'$५.. /4' 3५ __ 36 स्पष्ट 

नही हो तो इस घटना की प्रायिकता (,) (.) न (,) ब्रा है। यह स्प 

है कि यदि इस घटना को सार्थक समझा जाता है, तो सही प्रमेद को तो सार्थक मानना 
ही पडेगा | इस प्रकार इस घटना अथवा इसमे अधिक सा्थक घटना के घटने की 

आयिकता न है। यह बहुत अधिक है । इस कारण इस प्रयोग में केवल एक घटता 
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है जो साल्यिकीय दृष्टिकोण से सार्थेक है और वह है महिला द्वारा प्यालो का शत प्रति- 

झत राहो प्रभेद। 

& १८ १५ मिराकरणीय परिकल्पना को सिद्ध नहीं किया जा सकता 

इस प्रयोग में निराकरणीय परिकल्पना यह है कि महिला में प्रभेद शक्ति अनु> 
पस्थित है । यह जापको याद ही होगा कि प्रयोग द्वारा तिराकरणीय परिकल्पना को 

सिद्ध नही किया जा सकता--हाँ, उसका असिद्ध (2597०४० ) होना सभव 
है । यह तकें रखा जा सकता है कि यदि हमारा प्रयोग इस परिकल्पना को असिद्ध कर 

देता है कि महिला में प्रभेद शवित नही है, तो इसके द्वारा एक विपरीत कल्पना यह भी 

सिद्ध हो सकती है कि महिला मे प्रभेद शक्ति विद्यमान है । परतु यह विपरीत कल्पना 
एक निराकरणीय परिकल्पना का स्थान ग्रहण नही कर सकती, क्योकि यह तो अनि- 

श्चित ही रह जाता है कि विद्यमान प्रमेद शक्ति कितनी है। निराकरणीय परिकल्पना 

का पूर्णतः निश्चिचत (०:८४८६४) होना आवश्यक है, क्योकि इसके आघार पर ही 
प्रायिकता की ग्रणना की णाती है। 

,$ १८१६ भौतिक स्थितियों पर नियत्रण की आवश्यकता 

अब हमें यह देखना है कि किस दद्या में यह कहा जा सकता है कि यदि महिला में 
प्रभेद शक्ति नही है तो प्रयोग के फल केवल सयोग पर निर्भर होगे । मान छीजिए, 
उन सब प्यालो में जिनमें पहले दूध डाला जाता है, दो-दो चम्मच चीनी पडी हो, जब 
कि अन्य प्याछो में चीनी डाली ही नहीं गयी हो, तो दोनो प्रकार के प्यालो मे प्रभेद 

करना बहुत ही आसान हो जायगा, बमोकि यह स्वाद का भेद किरी भी मनुष्य द्वारा 

आसानी से पहचाना जा सकता है। इस प्रकार चार-चार ध्याछों के मे कुछक या तो 

सव ठीक या सब गलत श्रेणी में रखे जायेंगे और परिकल्पना की जाँच न्याययुकत नही 

होगी। अत प्रयोग में अन्य भौतिक स्थितियों पर नियत्रण रखना भी आवश्यक है। 

$ १८ १७ प्रयोग को अधिक सुग्राही (5७७४४४०) बनाने के कुछ तरीके 

अब यदि महिला का कथन यह नही है कि वह हमेशा दी तरह के प्यालो मे प्रभेद 

कर सकती है, बल्कि केवल यह है कि यद्यपि कभी कमी उससे मूल द्वो सकती है तथापि 

अधिकतर बह प्याछो को ठीक पहचान सकती है ॥ इस दश्या मे उसको अपने कक््यन 
की सचाई का प्रमाण देने के लिए अधिक विस्तृत श्रपोग की आवश्यकता होगी । 

यदि प्रयोग में कुछ वारह प्याको का उपयोग किया जाय, जिनमें दोनो प्रकार के 
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छ -छ प्याले हो तो बिलकुल ठीक प्रभेंद करने की आयिकता -सद्गए ** हम 
हे रे (४) 924 

है । 70 के ठीक और दो के मरूत पहचाने जाने को प्रायिकता री बन नि 2 2, 

है। क्योकि व्र्वा << क्र इसलिए प्रयोग का यह फ़रू भी साह्यिकीय दृष्टिकोण 

से सार्थक माता जा सकता है । प्रयोगो के परिमाण को अधिकाधिक बढाने से वह निरा- 

करणीय परिकल्पना से प्राप्त तथा वास्तविक प्रायिक्ताओं के सुक्ष्मतर अतर को पह- 

चानने योग्य होता जाता है। 
सृक्ष्मतर अतर को पहचानने का एक और तरीका यह है कि छोटे प्रतिदर्श-परिमाण 

के प्रयोगो को ही कई बार दुहराया जाय । यदि आठ प्याछो के प्रयोग को ही आठ 

बार दुह्राया जाय और इसमें से दो बार भी महिल्ला ठीक प्रभेद कर पाये, तो इस घटना 

की और इससे भी अधिक सार्थेक घटनाओं की प्राविक्ता 7- [ ( > अर न अर 

59) 59 प्रतिशत कारण को भी 
स्् तः || | है जो पॉँच प्रतिशत से कम है । इस कारण इस फल 

सार्थक माना जा सकता है। 

प्रयोग को विस्तृत करने के अछावा उसे अधिक सुग्राही बनाने के अन्य उपाय भी 
है। उदाहरण के लिए हर एक प्याले के लिए हम स्वतत्र रूप से यह तय कर सकते थे 
कि उसमें दूध पहले डाला जाय या चाय | इसमें यह निमत्रण उठा छिया गया है कि 

चार प्यालो में चाय पहले होगी और चार में दूध । हर एक प्याले को महिला के पास 

भेजने से पहले सिक्का उछालकर दूध या चाय के सवध में निश्चय किया जा सर्व ता 

है। यदि महिला में पद शत नही है तो इस प्रकार भेजे हुए प्यालो को ढीक-ठीक 
ध कक 

पहचानने की प्रायिकता () ले हक है। स्तात प्यालो को ठीक और एक 

को गलत बताने की प्रायिक्वा स्स्र बस यु है जो पाँच प्रतिशत से कम है। इसलिए: 
3 

सह घटना भी साब्यिकीय दृष्टिकोण से सार्थक है । इस 
प्रकार प्रयोग विधि को वदल 

देना कई बार छाभदायक होता है, परतु इस विशेष प्रयोग में इस नूतन दिधि का उप- 

योग कई बार गडदडी पैदा कर सकता है। यह सभव है कि इस विधि के फलस्वरूप 

आो प्याके एक ही प्रकार तैयार किये जायें । इस प्रकार के प्रयोग से जिस व्यक्ति पर 



संपरीक्षण में सास्यिकी का स्थान र<प 

यह प्रयोग किया जा रहा हो उस्तका घबरा उठना स्वाभाविक है । इसके अलावा 

यह हो सकता है कि यदि वह दोनो प्रकार की चाय चखे तो अतर को पहचान सकता 
है । परतु यदि सब प्यालो में एक ही प्रकार चाय बनायी जाय तो उसके पास इस अतर 
को पहचानने क कोई तरीका ही तही रह जाता । 

ऊपर के प्रयोग वो ज्यास्या से आप प्रयोग-परिमाण, यादृच्छिकीकरण तथा प्रयोग 
को मियत्रण में रखने की आवश्यकता तथा महत्त्व समझ गये होगे। हमें कई इसरो 
भो अधिक जटिल प्रयोगो का विईछेषण करना होता है, जिनमें प्रायिकता इतनी सरलता 

से परिकलित नही हो सकती । इस काम के लिए कुछ अन्य सिद्धातो की आवश्यकता 
होती है जिनको हम अगले कुछ अध्यायों में समझाने वा प्रयत्न करेंगे । 



अध्याय १९ 

प्रसरण-विश्लेषण 

(वैतल्मेएडंड ठा ए्वाउंडप०2) 

8 १९ १ एक प्रयोग 

मान लीजिए कि एक कारखाने में रबर के दुकडे वनते है। किसी विशेष कार्य 
के लिए उनकी छबाई एक निश्चित मान के लमभग होती चाहिए । इन दुकडो की 
औसत लबाई नापने के लिए एक प्रेक्षक रखा गया है। यह स्पष्ट है कि प्रेक्षक यदि 

हर एक टुकडे को नापे तो बहुत अधिक समय लगेगा । इसलिए वह कारखाने में बे 
हुए रबर के टुकडो के एक प्रतिदर्श को छेकर उसी की छबाई नापेगा । इसके अछावा 

एक ही टुकडे की लवाई भी यदि बार-बार नापी जाय तो फल हमेशा एक-सा नही होगा। 
कुछ तो इस कारण कि सापनी (5८७८) के दो विभाजनों के बीच में होने पर प्रेक्षक 

को अनबुसान लगाता पडता है ( इसके अलावा रबर की लबाई को मापने के लिए 

उसे खीचकर रखना पडता है । इस खिचाव से भी रूवाई में अतर पड सकता है और 
थदि प्रयोग वार-वार किया जाय तो खिंचाव हर वार बिलकुल एक-सा नही होगा । 

इस प्रकार यदि एक प्रतिदर्थ से दुकडों की औसत लबाई का अनुमान छगाया' 

जाता है तो उसमें दो प्रकार की त्रुटियों का प्रभाव पडेगा । एक तो भिन्न भिन्न टुकडों 
की रूबाई में अतर के कारण और दूसरे एक ही टुकड़े की लबाई के नापने में प्रेक्षण 

चुदि (0टाएबध०एशनों दापठा) के कारण । इसी प्रकार रूगभग सभी ब्रयोगों 

का फल अनेक उपादानों पर निर्भर करता है | कई बार प्रयोग का उद्देश्य यह जानता 
होता है कि किसी विशेष उपादान का कोई प्रभाव है या बढ़ी । 

६ १९२ भ्रसरणों का सयोज्यता गुण (4६4/8ए९ |#०फृथ३ शु शब्ादा।28) 

ऊपर के प्रयोग में दुकडो की प्रेक्षित लबाइयाँ यादृच्छिक चर हैं। मान लीजिए 

कि कुल ६ टुकडो का प्रतिदर्श चुना गया है । इनमे से -वें टुकड़े की छबाई को हम 
_, से सूचित करेंगे । यदि समष्ठि के कुल टुकडो की औसत ऊूबाई 7 हो तो एक च्ुढि 
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तो समष्टि में से केवल £ टुकड़ों के चुने जाने के कारण होगी, जो प्रतिदर्श-परिमाण 

और | के प्रसरण पर निर्मर करेगी । इस त्रुटि को प्रतिदज्ञी-त्रुदि (६8707|08 लाण) 

कहते है। यह प्रसरण 5 (---? है जिसको हम ० से सूचित करेंगे । 

मान लीजिए, प्रतिदर्श्ष के +-वें टुकडे को #; बार नापा जाता है ओर /-वो बार 
के नापने के फछ को |,, से सूचित करते है । |,, भी एक यादृच्छिक चर है जिसके 
प्रसरण 5 | (॥/-- )”|॥] को हम ०ह से सूचित करेंगे । हम यह मान लेते हे 
कि यह प्रसरण, जो प्रेक्षण त्रुटि का गाप है, हर एक टुकडे क॑ लिए बराबर है । यदि 

हम बिना प्रतिबध के ॥,, के प्रसरण को ०* से सूचित करें तो 

० नू मे [0-7 
झे [6,-/+ 6-0 
के 6-0 + मे (0६ 

ण्डे नी गई * (9 7) 
इस प्रकार त्रुटियो के उद्गम यदि स्वतत्र रूप से प्रभाव डालते है तो जो कुल प्रस- 

रण इन दोनो उद्गमो के सयुक्त प्रभाव से होता है, वह अलग-अछग प्रभावों के प्रसरणो 
का योग होता है। 

इस गुण को प्रसरणों का सयोज्यता गुण कहते है । 

$ १९३ औसत छबाई का प्रावकलन_ 

॥ ॥ 
॥ 

अब हम देखें कि कुछ दुकडो वी औसत रूबाई का अनुमान कैसे लगाया जा सकता 
है। हमें यह पता है कि /, का प्रत्याशित मान / है। यह इस कारण कि 

28(॥ ) 5 हू [5(%,॥)] 
न्त्् 
क्र 

7 इस प्रकार यादुच्छिकीकरण द्वारा चुने ढ॒ुए हर एक टुकडे पर लिया हुआ प्नत्येक 
प्रेक्षण |, समष्टि में औसत लबाई का अनभिनत प्रायकछक है। इस कारण यदि 

कच्य उच्च 

हा ढक 
3 25 चत्य हो जहां प्रत्येक ५, एक अचर सलया हैतो ७» > &, ॥, मी ! 

मच बन 

का एक अनभिनत प्राक्कलक है क्मोकि 
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न] ् पर 
ऊऋ[हफ |, 5 ट 307 0,) (डेलिए$ ४१०) 57, धक्चय 77 

ऋू आग 

च्त्ंज ऊ ४, 
बच्चे च्चा 

ब्न्न्ई 
क्योंकि सव |; प्रेज्ञग्ा का प्रसरण वराबर है, इस कारण इन चरो का वह एक- 

लाती फलन जिसका प्रसरण निम्नतम हो ऐसा होना चाहिए कि उसमें सब $/ वाले 

पदो के गुणक बराबर हो । इसलिए इन प्रेक्षणों पर आधारित सर्वोत्तम प्रावकलक 

होगा 

#ऋ& शा 

7चः 9 ज ॥॥/7 
बच्चा 

छः 

जहाँ #चन >का 
क््च्य 

$ १९४ ओसत लवाई के भ्राककलक का प्रसरण 
इस भ्रावकलक का श्रसरण क्या होगा ? इसके लिए हम निम्नलिखित सिद्धात 

का उपयोग करते हूँ । यदि एक ही टुकडे--मान लीजिए :-वें टुकडे---को ही #॥ बार 
नापा जाय और इन प्रेक्षणो के माध्य को कुल टुकडो की लूबाई के माध्य का अनुसार्त 

के 3 प्रतिदर्शी 

समझा जाय तो इसमें प्रेक्षण च्ुटि तो कम होकर <०-रह जायगी, परतु प्रतिदर्शी त्रुटि 
| कप न््टे 
में कुछ कमी नही आवेगी । इस प्रकार इस अनुमान का प्रसरण ०+- रो होगा । 

॥ 
यदि इस अनुमान को 6 से सूचित किया जाय तो 

ग्) च गा+-० (792) 
म्् 

या ज चन्जः 
-- 3 #॥ | और 77, #कि परतु 7 -+ 
वचन 

“सब स्वतत्र चर हैं। इसलिए 
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ट() कै >> ड, # [ब्कड ] 

गा ब्न्जो हा गे न जऊक गई 
स्प्यद मरी हा 

चत ० 2) आन॑० 
क्राचि न 

(79.3) 

दि सत्र दुकडो पर प्रेक्षणो की सस्या बरावर हो और हम इस सक्या को # से सूचित 

करें तो 
कानतक. 4 धससया हि 

५ 2 ) के फू 0५*--- गन ऋ४ «न (79. 4) 

$& १९.५ प्रसरण का प्राककलन 

जब हम किसी प्राचल का अनुमाच छगाते है तो यह भी आवश्यक है कि हमें 

इस अनुमान फी त्रुटि का भी कुछ अदाजा हो। यानी हमें 27) के प्राककछन की भी 

आवश्यकता है । हम कोशिश करेंगे कि हमें ०५१ तथा ०४४ के अलय अलग आवकलून 

ज्ाप्त हो जाये। 

8 १९.५१ ०/ का प्रावककन 

आइए, पहिले हम यह देखें कि ०० का वया प्राककलक हो सकता है । क्योकि 
इसमें हम प्रेक्षणों की चुटि का पता चलाना चाहते है, यह प्राककलक एक ही दुकडे की 
विभिन्न प्रेक्षित छबाइयो के अतर से सबधित होना चाहिए । मात लीजिए कि हम 

+-में दुकडे पर किये हुए प्रेक्षणो को ही ध्यात में रखते है । इन प्रेक्षणो की चुटियों का 

44 
बर्गेयोग डरे (॥/--9* है। 

श ७ (॥-३ ३ | मा 2,00/- 0--॥))*] 
१९ 
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| 

न. 3 झ50,/-77-#% झत- श*ः 
कुब्ण्बु 

ग्रे गण 
बन प ग्-क्ा दा 

बन ०८४ (॥--7) (79 5) 

इस प्रकार «6 का एक अनभिनत ग्रावकतया 5 (//-7)* है । इस प्रकार 

विभिन्न दुकडा से ०६ का प्रावयलछन क्षिया जा सकता है । इन विभिन्न आरक्कलको 

कय भारित्त माध्य (एथाट्ठोॉ१:८१ प्ाट्य) भी ०४ का अनभिनत प्रावकलक होगा। 
छ््फः 

उदाहरण के लिए 3. -+ गन ह्ड्के के ट ट इसी प्रकार का एक 

भारित माध्य है जिसमें 7-वे प्रावकछक वा भार (%॥--7) है। 

छः 

पर 3 (७८२-(४-।) है। 

$ १९५२ ०१ का प्राक्कछन 

इस प्रकार हम प्रेक्षण त्रुटि का अनुमान लूगा सकते है ॥ आइए अब हम देखें कि 

प्रतिदर्शी चुटि ०१ का अनुमान किस प्रकार रूगाया जाय । क्योकि यह श्रुटि दुकडो 

की वास्तविक ल्वाइयो का प्रसरण है, इसलिए यह स्वाभाविक है कि हम इसके लिए 

टुकड़ा पर किये प्रेक्षणो के माध्यो के अतर की परीक्षा करें ॥ उदाहरण के लिए 

ज> 3 #रजमीर (9०0) 
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डे 8 (5) अ७ [ना +- +#] की 
कप 

् स्क 

ज5 फेर कर 2 » ]+(.-2 ने ल्» (97) 

न्न 

क्या ह(/)--70)+4-7,807-777)+-7 तथा ठ #लत्या। दस प्रकारण? 
पं 

फा प्राककलक 5, रू 37 (6-7070 
झरने »7यो नल 

ल्् 

होगा । यदि सब ४ बराबर हो और 

इनका मान # हो तो 
$', न्८ 8,-(४-- 7) ४५ न्न््कम *« (79 9) 

& 0. 0 

तथा 3, क" कक 20-77 (99) 

8 १९६ प्रसरण विश्लेषण (4) तु शद्रा47५०) 

इन प्रसरणों के प्रावकलनो के कछन के लिए यह ध्यान देने योग्य बात है कि 

& ज्ड 5८0 हम 

220077 2 20-0+ 2 20-77 इच्ण हब 

न्त्ड+ऊ *. (7970) 

इस भ्रकार साधारण माध्य 2 से प्रेक्षणो के वर्ग ग्चिलनो (5पुप्थाल्ते पैटर- 
390४०0७) का योग दो भागो के योग के रूप में रखा जा सकता है--- 

(१) समूह माध्य (87००9 77८०7) से उस समूह के समस्त चरो के बयित 
पिचलनो का योग जिसको समूहाभ्यन्तरिक बर्गे-योग (एषिशए छशणपफु उफ्क मी 
5पुपशा८०) कहा जा सकता है। 
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(३२) साधारण मभाध्य से समूह-माध्यो के वगित विचलनों का योग, जिसको 

अंतः-सामूहिक वर्ग-योग (9८८छल्ला डुएणाए 5077 तर उ्वुष्था८) की सच्चा दी 
जा सकती है, अर्थात् 

सम्पूर्ण वर्ग-योग--अतर-सामूहिक वर्ग 

योग--समूहाम्यन्तरिक वर्गे-योग >> «(9 77) 

इस प्रकार सम्पूर्ण वगरित विचलन योग को कुछ भागों में विभाजित करने को 
प्रसरण विह्ठेषण कहते है । 

$ १९.७ प्रसरण विश्छेषण का परिकल्पना की जाँच में उपयोग 

दौ प्रकार की समस्याएँ हूँ जिनमें प्रसरण विश्लेपण का उपयोग होता है। एक 

में तो प्रेक्षणो को कुछ सभव प्रेक्षणो के एक काल्पनिक जगत् का प्रतिदर्श मान छिया 
जाता है। विश्लेषण का उद्देश्य इस जगत् के प्रसरण का प्रावकलन करना होता है । 

यह कँसे किया जा सकता है यह हम ऊपर के उदाहरण में देख ही चुके हैं । जिद रबर के 
टुकडो को नापा जाता है वह कुछ रबर के टुकडो के जगत् का एक यादृच्छिकीकृत प्रति- 
दर्श है। एक ही टुक्डे के जितने नाप लिये जाते हैँ उनके कुछक को उस दुबडें के सव सभव' 

नापो के एक काल्पनिक जगत् का प्रतिदर्श माना जाता है | इन दो जगतो के प्रसरण 
क्रमश. ०३ और ०६ है. और उद्देश्य इन दोनो प्रसरणों का अनुमान छगाना है। 

दूसरे प्रकार की समस्या होती है माध्या की घुलना | यदि दो समष्टियाँ हो और निरा- 

करणीय परिकल्पना यह हो कि इत दोतो के माध्य सम्रान हूँ तो इसकी जाँच किस प्रकार 

की जायेगी यह हम पहिले ही देख चुके है । यदि हमें दो नही बल्कि अनेक समप्टियों के 

माध्यों की तुढना करनी हो अथवा इस परिकल्पना की जाँच करनी हो कि इद सव 
सम्टियो के माष्य बराबर है तो हमें प्रसरण दिइलेपण की शरण छेनी पडती है । 

मान लीजिए कि ऊपर के उदाहरण में हमारी निययकरणीय परिकह्पना यह है कि 
अतिदशं के प्रत्येक दुकडे की वास्तविक लबाई बराबर है। यदि ऐसा हो तो ०१-८० और 

झऋ(5) 55 (£--7) ०६ >>» [79 7) 
[दिखिए समीकरण (79 7) 

इस प्रकार परिकल्पना के अतर्गंतत 2 ८८ 52 तथा ह६ न्८ 5८ 
कर्ज ई-7 

दोनो ही ०३ के अतभिनत प्रावकलक है । परतु यदि परिकल्पना सत्य न हो तो 29 
का प्रत्याशित मान ०६ से अधिक होता है । इस कारण यदि यह मान लें कि 



असरण-ब्ब्लियण रच 

__ (अतर-सामूहिक वर्गयोग ) /(((--- 7 
. समूहाम्यन्तस्कग्याग )छ्- छू 7 (9-73) 

तो # ऐसा चर है जिसका मान परिकल्पना की सत्यता पर रोशची डाक सकता है | 

यदि यह बहुत अधिक हो तो परिवल्पना पर शक होना स्वाभाविक ही है । 

$ १९.८ प्रसरण-विश्लेषण सारणी (4&4)७5 व 2466० /वर०) 

अतर सामूहिक, समूहाम्यन्तर और सम्पूर्ण वरगं-योगो और उनकी स्वातश्य सख्याओ 
को एक सारणी के रूप में रखा जा सकता है। इस शारणी को प्रसरण बिइलपण सारणी 

कहते हैं । ऊपर के प्रयोग के लिए हमें जो सारणी प्राप्त होती है वह नीचे दी हुई है 

सारणी संख्या 49.4 
प्रसरण विइलेषण सारणी 

मन मल बन ++ललननम तक त्कत्त्य हि बर्ग-माध्य का 
विचरण | अर्पन्योग _स॒ल्या_ वर्ग-साध्य प्रत्याशित मान 

_छ७ | छा न 09[| छ हे 
# रे हु 

अतर ०» %॥ (॥- ७) ॥ 5 सामूहिक /7£ ढक पते ध्जा [म्गट, 
न हर 5 

55 0,-7) समूहाम्य- 3 » (0-7)? ० 
न्तरिक िय' / कत्ल शै- हि नली ध्ं मा 5 

हे ०३ ६->-ा या ससूरे 2:2:00-0 45 रे ०-27 0०. ॥./) ग््+ दर पट गा 

#--ा.. #--35 कर्ता 

न्नन्छ 

इस सारणी ढारा यह सरलता से देखा जा सकता है कि सम्पूर्ण वगगे-योग अतर- 

सामूहिक और समूहास्यन्तरिक वर्गे-्योगो का योग है ) इसी प्रकार कुछ स्वातत्य 
सस्या भी अतर-सामूहिक और समूहाम्यच्तरिक स्वातन््य-सस्याओ का योग है । वर्ग- 
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योगो का यह सयोज्यवा-गुण प्रसरण विस्लेपण में बहुत महत्त्वपूर्ण हे ! यदि हम 

अतर सामूहिक वर्ग-योग तथा सम्पूर्ण बंगे-योग का क्लन कर लें तो समृहाम्यन्तरिक 

घर्म-योग पहले को दूसरे में से घटा कर मालूम किया जा सकता है! प्रसरण विश्लेषण 

सारणी का उद्देश्य वेवल इस प्रक्वर से समूहाम्यन्तरिक वर्गे-योग का कलन ही नही 

बल्कि भत में वर्गे-माघ्यो के अनुपात के -- मे क्य परिक्छन है। यही वह चर है 

जिसके मान के आधार पर हमें सब समूहा के माध्य के वराबर होने की परिकल्पना की 

जाँच करनी है । 

$ १९९ कुछ कल्पनाएँ जिनके आधार पर निराकरणीय परिकल्पना 

की जाँच की जाती हूँ 

(7) मान लीजिए कि +-वें समूह पर किया छुआ /-वाँ प्रेक्षण , एक 
प्रसामान्य चर है जिसका माध्य /॥ और प्रसरण ०७/£ हैं । इस दद्षा में हम ॥/ 

को निम्तलिखित रूप में रख सकते है ! 

ध+ न ॥+6 ह 

जहाँ 6,, एक भ्रसामान््य चर है जिसका साध्य ० और प्रसरण ०१ है। 

(2) यदिये 6 ,, एक दूसरे से स्वतत्र हो तो 

र्य् १८4 नल छ.. का 

ग्गी पे, (५-५ *ै ०३ 2, (६५- ४9१ 

ऐसा :(१--चर होगा जिसको स्वाततज्य-सख्या (४/--7) है। (देखिए ६ ९ ११) 
ट का 7 

इसी प्रकार ०, ्टे (॥/- 973 रे ठ, (॥/- शे5 

आदि सब यादृच्छिक चरो के वटन भी १८४ वटन हैँ जिनकी स्वातत््य सख्याएँ कम 

(४४ - 7), (6४--7) ..इत्यादि है । इसके जछावा ये चर एक दूसरे से स्वतत्र हैँ । 

गम 

इस कारण इन सवका योग > & >» ृ(४,,--0१ भी एक :7--चर है जिसकी 
डर 
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स्वानत्य सस्या जे (४॥:--7) "# (ध-- है। (देखिए ६ ९.४) 
क्न्वि 

(3) अब यहाँ एक और कल्पना करते हैं । वह यह कि हर एक टुकड़े के लिए 

प्रेक्लण-प्रसरण बराबर है। यानी 

श्सन शां ण््ा ब्त्स ण्छ्डौ ज्त क्तन गा 

न है क्र 8 

चत्द् 2, 2 ((,/--)? सी एक %?2, चर है। 
० 4०३. 2 न्न्य. 

इसलिए के 
० 

इसके अंछावा 

6-9 < (--+(<,- ७) 
यहाँ ह+ एक (०, जग) चर है। इस कारण 

प् 
७ किक हर गहरे डे, का भारित प्रसरण 

न् च्ट >> 9, # (४ें,-- 5) 55 एक »%१., चर हे। परतु 
गे ससय 

से क (८-९) न 5 % [6-)-0-गः 

$ १९१० #-परीक्षण 

यदि हमारी विशकरणीय परिक्तपना यह हो कि 

5 दी व १५ 

.] ४ ० ः (्. के 

जे आ[ठ,- 6 + 3 ४ (-0६ + «% 
मय म्न््य 

इसलिए इस परिकल्पना के अतर्गत अतर-सामूहिक प्रसरण कि एक 

४. चर है और क्योकि यह 5 से स्वतत्र है इस कारण इस परिकल्पना वे अतर्गतत 

>> 7/4ा है ने लुफिय पं सका नक चर है।.. (देखिए $ १११) 
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यदि इसका प्रेक्षित मान सारणी में दिये हुए #, ,, ,.. के पाँच प्रतिशत बिदु 

अथवा किसी निश्चित विदु से अधिक हो तो हम इस परिकल्पना को गलत समझते है । 
ऊपर हमने देखा कि कुछ परिकल्पनाआ के अतर्गत दो वर्ग-माध्यों का अनुपात 

एक 7>-चर होता है और इस कारण हम उन परिवल्पनाओ की जाँच प्रयोग द्वारा 
कर सकते हू । ऊपर यह सिद्ध करने के लिए कि इस अनुपात का वटन #-वटन है 

हमने प्रसामान््यता आदि कुछ अन्य कल्पदाओं को भी अपनी मुख्य परिकल्पना के साथ 

मिला दिया था $ साश्यिको नें गणना करके यह सिद्ध कर दिया है कि इन अन्य कर्प- 

नाओ की अनुपस्थिति में यद्यपि चर का वटन#*-वटन नही होगा, परतु उसके वास्तविक 

बटन की 95 प्रतिशत विश्वास्य सीमाएँ #-वटन की 95 प्रतिशत विश्वास्थ सीमाओं 

से इतनें कम अतर पर होगी कि हम 2२-- वटन का ही प्रयोग परिकल्पना को जाँचने के 
लिए यदि करें तो कोई विद्येप त्रुटि नही होगी । 

इस उदाहरण में हमने देखा कि दो प्रकार की भ्रुटियो में से एक प्रकार की त्रुटि की 
अनुपस्थिति की परिकल्पना को कैसे जाँचा जाता है ॥ अन्य कई ऐंसी परिस्थितियाँ 

हो सकती हूँ जिनमें कई प्रकार की त्रुटियाँ प्रेक्षण पर प्रभाव डालती है । इस स्थिति 
में हम बारी-बारी से हर एक की अनुपस्थिति की परिकल्पना की जाँच वरना चाहेगे । 

इसके लिए यह आवश्यक नही है कि विचरण के प्रत्येक उद्गम की प्रभावश्ञीलता की 

जाँच के लिए एक नया अयोग किया जाय । प्रयोग की अभिकल्पना इस प्रकार की जा 
सकती है कि एक ही प्रयोग में सव परिकल्पनाओ की जाँच हो सके । आगे के अध्यायो 

मे पक की कुछ अभिकल्पनाओ को उदाहरण सहित समझाने वी चेष्टा की 
गयी है? 
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यादृच्छिकीकृत-ब्लॉक अभिकल्पना 
(सब्छतणाांडट्त 80८६ 0०929) 

$ २० १ ब्लॉक बनाने का उद्देश्य 

मान लीजिए, गेहूँ की चार किसमें हैं और हम प्रयोग द्वारा यह जानता चाहते हैं 

कि इनमें से सर्वोत्तम कौन-सी है । यहाँ अच्छी किस्म से हमारा तात्पयय उस किस्म से 

है जिसमें प्रति एकठ अधिक गेहूं उत्पन्त हो । यह कहा जा सकता है कि यह प्रयोग तो 
अत्यन्त सरल है । आप इत विभिन्न किस्मो को बोकर देख लीजिए कि किसमें गेहूँ 

अधिक होता है । परतु आइए हम तनिक प्यान इस बात पर दें कि इस प्रयोग में कया 
भया दिक्कने हो राकती हे। सबसे बडी और पहली दिवकत तो यह है कि गेहें की उपज 
कैवलछ उसकी किस्म पर ही निर्मंर नही करती बल्कि बहुत हद तक जमीन भी इसको 
प्रभावित करती है। यदि धरती उयजाऊ ही तो उसमें गागूली मिरिम का गेहें भी 
अधिक उपज दे सकला है । यदि इस प्रयोग में सयोग से अच्छी विस्म का गरेहू बजर 

धरती में वो दिया गया और मामूली किस्म का गेहूँ उपजाऊ धरती में बोया जाय तो 
सह सभव है कि प्रयोग से निष्कर्पे उछदा ही निकले । इसलिए इस बात का ध्यान रखना 
पडेगा कि सब गेहूँ एक समान उपजाऊ घरती में वोये जाये । परन्तु खाद इत्यादि देकर 

त्तया ऊपर से हरू चलाकर और पानी देकर खेतों को एक समान करने की चाहे जितनी 
चेप्टा की जाय उनमें कुछ न झुछ अतर रह ही जायगा । 

यदि आप यह सोचते हो कि एक ही खेत में बारी बारी से किस्मो को बोने से यह् 
समस्या हल हो जायभी तो यह भी आपका अम है । एक तो यह दिक्कत है कि घरती 
का उपजाऊपन समय के साथ बदरुता हैं और किसी ह॒द ठक इस बात पर निर्मर करता हैँ 

कि पिछले वप॑ इसमें कौन-सी फसल बोयी गयी थी । इसके अलावा जलबास का खेती 

पर जो महत्वपूर्ण प्रभाव पडता है उसे तो आप जानते ही हूँ । इसके ही कारण एक 

ही खेत में एक ही प्रकार के गेहूँ की उपज भी भिन-भिन्न वर्षों में भिन्न-भिन्न होती है । 
इसलिए यदि हमें गेहें को किस्मो की तुऊना करनी है तो यह आवश्यक है कि प्रयोग- 
काल अरूग-भलम न हो | 
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इस प्रकार हम इस निष्कर्ष पर पहुँचते है कि एक ही समय में और जहाँ तक हो 

सके एक समान उपजाऊ धरती पर ही इन सब किस्मो को बोया जाय । यदि एक ही 

स्ेत के छोटे-छोटे विभाजन करके उसमें उनको वोया जाय तो यह आज्या की जा सकती 

है कि इन विभाजनो के उपजाऊपन में विद्येप अतर नही होगा । फिर भी कुछ गतर 

इनमें अवश्य होगा और इसका ध्यान हमें तुलना करते समय रखना पडेंगा । यदि प्रेक्षित 

उपयो का अतर साधारण हो तो कदाचित् यह इन विभगजनों के उपजाऊपन के अतर 

के कारण ही हो और इस परिस्यिति में हमारे लिए यह कहना सभव नही है कि कौन- 

सी किस्म सर्वेश्रेप्ठ है अथवा किस्मो की उपज में कुछ अतर है भी अथवा नही । 

$ २० २ यादृच्छिकीकरण ओर पुन प्रयोग (7९ककबव॑गकराटव/०त बहाव ईटीददधता) 

किसी विशेष किस्म की कोई तरफदारी हम अपनी ओर से नही करना चाहते ॥ 

इसलिए किस विभाजन में कौन-सी किस्म का गेहूँ वोया जाय, यह निरचय यादृच्छिकी- 
करण द्वारा किया जाता है । फिर भी सयोग के प्रभाव को कम करने के छिए यह आव- 

श्यक है कि एक ही किस्म का गेहूँ एक से अधिक विभाजन में बोया जाय ! इस प्रकार 
यदि समोग से एक विभाजन उसे अच्छा मिल जाता है तो एक साधारण भी मिले । 

सभी विभाजन अच्छे या सभी साधारण हो इसदी प्रायिकता को घटा कर हम छगमग 
शून्य के बरावर कर देना चाहते है । इसके लिए जो तरकीब साधारणतया काम में 

लायी जाती है चह् निम्नलिखित है। 

एक साधारण लबाई चौडाई के भूमि खड को, जिसे आगे हम ब्लॉक कहेंगे, 

चार भागों में विभाजित किया जाता है। इन भागो को हम प्ल्यट कहेंगे । इन चारो 

भागो में एक-एक किस्म का गेहूँ बो दिया जाता है। कौन-से प्लॉठ मे कौन सा गेहूँ 

बोया जायगा, यह यादुच्छिकीकरण द्वारा तय किया जाता है। इन प्लॉटो के एक छोटे 
भूखड के भाग होने के कारण समझा जा सकता है कि इनके स्वाभाविक उपजाऊपन में 

अधिक अतर होगा । इस प्रकार के भिन्न-भिन्न कई ब्लॉको में प्रयोग किया जाता है 

जिममें से हर एक में गेहूं की चार विस्मो के लिए प्लॉटो का वितरण यावृच्छिकीकरण 
द्वारा किया जाता है । 

& २० ३ यादृच्छिकीकृत ब्लॉक अभिक्ल्पना ओर पूर्णत यादृच्छिकीकृत 
अभिकल्पना में अन्तर, 

इस अ्रकार यदि कुछ # ब्लॉको पर अयोय किया जाय तोरे अत्येक प्रकार के गेहूँ 

के लिए + प्लॉट मिलते है । परतु यह 4 प्छॉदो में से # प्छादो के यादृष्छिकीकरण 
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द्वारा चुनें जाने से भिन्न है। इस प्रकार वी पूर्णतः यादृच्छिकीकृत अभिरल्पता 
(८०८७. ९६४ए एभावं०प॥्रञंरथर्व 4६अंट्रप) गें इस घटना की प्रामिकता बहुत कम है 
कि हर एक ब्लॉक में हर एक किस्म का गेहूँ एक-एक प्लॉट में बोया जाय | किसी 

ब्लॉक में किसी विशेष किस्म का गेहूँ दो या अधिक बार बोया जाता और किसी जन्य 
ब्लॉक में किसी अन्य किस्म का । यह सभव है कि ब्छॉको के उपजाऊपन में काफी 

अतर हो । इस दक्शा में यदि इन चार किस्मो के गेहूँ की औसत पैदावारों की तुलना 
प्रयोग में की जाय तो उसमे ब्लॉको के उपजाऊपन का अतर इतनी अधिक चुटि उत्पन्न 
कर देगा कि यदि दन क्रियों में अतर गामूली हो तो इस प्रयोग द्वारा हम इसे नहीं जात 
सकेंगे । परतु हर एक ब्लॉक में प्रत्येक किस्म के येहूं को एक एक प्लॉट में बोने से यदि 
ड्छॉको के बीच में कुछ भन््चर हो भी दो उसका प्रभाव जाता रहता है । इस प्रकार की 
प्रयोग अभिकल्पना को यादृच्छिवीकृत-ब्लॉंक अभिकल्पना (7४980फ7223 9०८८ 

0८पंहुए) कहते है । 

नीचे इसी प्रकार के प्रयोग का एक नक्शा दिया हुआ है। चार किस्म के 

ग्ेहुँओ को क्रमशः 4, 2, (४ और 20 की सत्ञा दी गयी है । ब्लॉको को नम्बर ॥, 
प्र इत्यादि दिये गये है ॥ इस प्रयोग में ब्हॉकों की कुछ सद्ध्या छ है) 

ग्मा 

6८ ट। 

० 

१04 है 4 शा 

८ | छ | ८ | के [ ४ | ज_2 
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8 २०.४ वे उपादान जिन पर पैदावार निर्भर करती हूँ 

किसी भी प्लॉट में गेहूं की पदावार त्तीन चीजो पर निर्भर करती है । 

(१) गेहें को किस्म, 
(२) ब्लॉक की भूमि का उपजाऊपन, 

(३) ब्लॉक के अदर का वह प्लेंट जिस पर यह किस्म बोयी गयी है । यह 

अतिम चुनाव यादृच्छिकीकृत होने के कारण हम इस प्लॉट-प्रमाव का वटन मालूम कर 

सकते है । इसलिए किस्मो के अतर की जाँच करने के लिए यह आवश्यक है कि ब्लॉक 
के भ्रभाव को इस तुलना से हटा सकें ॥ 

$ २०५ यादृच्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना के विश्लेषण के लिए एक 

गणितीय प्रतिरूप 

मान लीजिए कि ब्लॉक ; के प्रभाव को # से सूचित किया जाता है और (“वें 
किस्म के गेहूँ के प्रभाव को #, से सूचित किया जाता है। 7-बे ब्लॉक में /-वें किस्म के 
गेहूँ की उपज को यदि $॥ से सूचित किया जाता है तो 

2५ रत 0 न 2 न ६॥ बे 

यहाँ &,, प्लॉटो के ऊपजाऊपन के अतर पर आश्रित एक यादृच्छिक चर है। 
पहले के उदाहरण को भाँति हम कल्पना करते हूँ कि € ,, एक प्रसामात्य चर है जिसका 
माध्य ० औरप्रसरण ०? है जो ब्लॉक पर अयवा गेहूँ की किस्म पर निर्भर नही करते ! 
इसके अलावा ये सब चौबीसो € /, एक दूसरे से स्वतत्र हैं । क्योकि हम /) अथवा 

४; का प्रयोग केवल तुलना कु लिए कर रहे है, इसलिए हम इनको क्रमश किस्म-प्रभाव 

और ब्लॉक-प्रभावो और उनके माध्यो के अतर मान सकते है । इस कारण 

्य 
जैशनल०0......य #>नूनन्#-ब---| (2०.2) 
क्च्ख 

ए 
7 मा (2०.3) 

माने छीजिए सन्त नह ह ४ 
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अं) कक आई 
तो गम 5 (न ए/ न॑- €;,) 

न न>>« «20.5 

हु ह 
जहाँ ढनत्लु ट, १५ बजू०*२म>0 6) 

कह पर की 

यहाँ », एक प्रसामान्य चर है जिसका साध्य // ओर प्रसरण “- है। 

इसी प्रकार 9 उन प्लॉडो के प्रेक्षणो का माच्य है जिसमें /१-वी किस्म वोयी गयी 
क्षो >> पैन 

है। यह भी एक प्रसामात्य चर है जिसका साध्य ४५, और प्रसरण नद् है ? ये दे 

चर स्वतत्त्र है इसलिए (>,--20/) भी एक प्रसामान्य चर है जिसका भाध्य 
तय है 

(४५/--0%) और प्रसरण डे + द्धतच न है। (देखिए $ ८.३) 

सदि विराकरणीय परिकल्पना यह है कि 9/*०9/ तब इसके अतर्गेत इस 
प्रसामान्य चर का माष्य ० होगा । यदि हमें ० का मान श्ञात हो तो इस परिकत्पना 
की जांच इस प्रयामान्य वटन के आधार पर कर सकते हैं । परठु ० वास्तव में ज्ञात 
नहीं है और इसका अनुभात लगाने की आवश्यकता है। 

६ २०,६ विभिन्न परिकल्पनाओ के अन्तेगेत ० का प्रावकलछम 

हम 9, सै,-> 3 ३, और ३ से --- 9 9 अथवा प्र.5२५ | 
क्च्व 

भा 9 
सूचित करेंगे जो दोनो सन 5 2५9  फे बराबर है। इसी प्रकार 

स्व ख्चिचज 

है १ तय रा ए अं 3. 0 रह ३ अं उ 
कल >> 6.८८ शक कि पु 

52065 कक 6 तो जय 0 कह 

कु ऊऋ 
(5) ८ 237 क्र झे ॥४,/् है .)- 5 3१ हम 

देखिए समीकरण (203) और 2०५) 
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फ एछ_ कप 

न जेट |3(८.,-- 5४) 
कच्चे बज 

थे 

नजउ ४ (ढ+- 5) 

परतु #, और ८, स्वतत्र हैँ । इस कारण 
फ एछ ३ ही 

0 32५2, (6./- ८) 
ह -_€)-- -डर ॥5 १7 (ढ ,-७) कप 

ब्0 

० ड मनत किन्तु हर एक ढ ,, का बदन २ए(० रह) है। इस कारण-दु- का अर्नाः 

क्र 

अनुमान जज (6 ,-ढ)ः है । (देखिए $ १७.३.१) 
3. #ाच्ज 

यानी - ञ्र न: णक्धाअ अ्ननभिनत प्राककलक्-7 5 (3/5>7 (है! 22 कक 220 + “जन 2 
3 /522502 ” 8 34 >> हु 

यदि सब ४, बराबर हो तो 

#/प्तशडत्त्ए८++ श्ड़तच ० (देखिए समीकरण 203) 

कह देय प् ८ 
त्वा हर [जद ७-2) ] 5 ६० >> 2००) 

(2) इसी प्रकार 

के क्रय ग्रे 
कं ह ्् 95 धर 20 8 जिसे ०-20] 5 5 2 #क द (2०७8) 

यदि ब्लॉको के कारण उपज पर कोई प्रभाव पडता हो तो 

6५ उतर तत002 7२0४ ै/ ततहीं॥/ त्त० और 

कं ही ०7 8 5 बे 
77 ....- ५ “":2 | नतन +- 20 0. हे [कुल ए-टआ]च्द ? 
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$ २०,७ बिना परिकल्पना के ०९ का ग्रक्कलन 
इस प्रकार हमें दो परिकुल्पनाआ के अंतर्गत ० के दो विभिन्न प्रत्कलक प्राप्त 

हुए ! अब देखना यह है कि बिना परिकल्पना के भी ७ का अनभिवत प्रावकलत सभव 
है अथवा नही 

च 9 

जे हे (॥-+/) 2 » (४५+-&-- ५६ - 5) दिखिए समी- 

करण (३० 2), (20 2) और (20.3)] 

6 » ण०#न+- 458 के हे 2(५०,- ४3) 
मच 

आफ प्रा फछ 

क#+2 के जे ००४+० 3 3० (०,,-६)+2: 30 (८५-४5 ) 
उन. #भ्चल बन्च्त 

इसमें से अतिम दीनो राशियाँ शूल्य के! वरावर है वयोकि ४, / और ० ॥, 

एक्न दूतरे से स्पवत हैं । और झ (9) नतझ (0) क्र ० (देखिए $ ४९) 

त्राए 
इस प्रकार » जे (9 - 9)? का प्रत्याशित मान 6 >/7+4 90४+24 

हे 503७० के 20070 व ० 2 पक श 
है । इसने से यदि 6 2,0 # 5“ ्ट। (८-72 )* घदा दिया जाय ती झीप 

हनन | 

राशि का प्रत्याशित भाव 75०* होगा । यह अवुमाव किसी परिकरपता पर 

आपारित गही हैं! पा 

३ २० ८ प्रसरण विदलेषण सारणी 
इस प्रकार के कुल तीन प्राककलक है । 

9.3 

पे 4 5 कफ 2/गह इस परिकल्पना पर आधारित है कि गेहूँ की किस्मो 

3 
में पैदावार के दृष्टिकोण से कोई अन्तर नहीं है? या 

“३5 शक मर हक साक "हक 



श्ग्ड साल्यिको फे सिद्धान्त और उपयोग 

० ४. अत आन 

के की डहझ-3) 
त्च 

यह इस परिकत्पना पर आधारित है कि ब्लॉको वे उपजाऊपन म कोई अतर नही 

है अथवा 

' ते #॥ 7१ शा कस थिए कत श्र चने हए0 

भा 0 रो 3 7 ० अल 587 205 | 

(3) 3, 208४-27) +- ५७ (//-77/-4 2 ४-2) 
च्ज१ न्च्॥ है ७ 4 है ८. 

व5 
यह सभी परिकलल््पनाओ से स्वतन्त्र हैं। हम इन सब निष्कर्षों को एक प्रसरण- 

विश्लेषण सारणी के रूप में रख सकते है । 

सारणी सरया 20 

प्रसरण विश्लेषण सारणी 

558 8 

विचरण का रो स्वातत्य बर्ग माध्य का 
उद्गम वर्ग योग सख्या | * माध्य | प्रत्याशित मान 

_छी,' _ (2) (9 | छोी|-_ छ 
ञ है फ 

किस्म |, /2,0/27/| 3 3-70 | ०+- “| ,5 
दा] 3 उन्ज्ज 

० अर जा 
ब्लॉक 2, ट्रेध0 22 5 | 2२-०३ | *+ 5 85 

5५ | के; है कम 

त्रुटि के 5८ ह5 36.6 गा 
75 

क्ष्ज्ष्क्त हर 
कुल 7 ५ (७-27 £ ६] 

के भ्रह राशि &. 5. और & के योग को ७ में से घटा कर प्राप्त की 

जाती है। &८-5--(5:+-७5५) 
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$ २०९ परिकल्पनाओ की जाँच 

सब ४; शून्य के वराबर हैं इस परिकल्पना के अतगंत 2/, और 2४, दोना द्वी ०? 

के प्राककलक है और दुववाए- क्रमश % और 2८१, चर है । इस कारण कि 
० ० कि 

५,६ एक चर है। (देखिए ६ ११ १) यगदि प्रयोग में इस अनुपात्त फ् का मान 

0६ के पाँच प्रतिशत विदु से अधिक हो तो हम उस परिकल्पना को असत्य 

समझेगे जिसके आधार पर 22 

पहुँचेंगे कि किस्म में पैदावार की दृष्टि से वात्तविक अतर है। 

इसी प्रकार यदि हम यह जाँचना चाहें कि ब्लॉको के उपजाऊपन मेँ कुछ अतर 

का बटन 2७७६ था अर्थात् हम इस निष्वर्ष पर 

है अथवा नही तो जी के #,.६ चर होने का उपयोग क्या जायगा । अधिकतर इस 

प्रकार की जाँच में वैज्ञानिक को रुचि नही होती । यदि वह यह जाँच करता है तो वेवलछ 

यह जानने के लिए कि प्रयोग में ब्लॉको के निर्माण से कुछ छाभ हुआ अथवा नही । 
ग्दि एक किस्मो के समान होने की परिकल्पना इस विईलेपण द्वारा अरत्य नहीं 

ठहरती तो अलग अलग किस्मों के युग्मो की तुलना बर्यहीन और बेकार है। परतु 
यदि यह अरास्य ठहरायी जाती है तो हमें यह पता छगाना आवश्यक हो जाता है कि 
आउलणिर इनमे से कौन-सी किस्म सर्वोत्तिग है। यदि प्रेक्षित उपज के अनुसार इन फिसमो 

को ऋरमबद्ध किया जाय तो दो क्रमागत ( ८०॥5०८ए०७ए८ ) उपजो फा अगर 
अर्थ पूर्ण है जयवा नही, यह भी हम जानना चाहेंगे 

हम यह पहिले ही देख चुके है कि $ /--2 / का प्त्याशित मान #,/-#/ 

है। यदि ४,न7०/ हो तो ($,/ - »/) एक उप (० रे चर होगा । 

इसलिए [(9/-39 / )/20/]4/6 एक ४७-०चर होगा । इस प्रकार हँस ४, 
और »/ के बराबर दोने की परिकत्पना की जाँच कर सकते है। 

8 २० १० उदाहरण 

३ २० १० १ आँकडे 
जीचे एक उदाहरण ढारा यह सारा तरीका विस्तारपूर्वक समझाया गया है । इसी 

भकक्शे द्वारा जो पहिंछे दिया,विभिन्न प्लॉटो की प्रेक्षित पैदावार ),, दिखलायी गयी है । 
२० 



इ्०्द साट्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

परिकलन के लिए इन आँकडो को नीचे दी हुई खारणी के रूप में रख दिया जाता है । 

सारणी सख्या 20-2 
>जत3्+त__त+_ऋतऋतनैऋैऋैमैहऋतऋहतमहमै ___  _महत्.+++ 

कि ह] जोड 
। हे पा ड । शा ष् प> 

किस्म । 27 
(पे ७99 ७| 9 [७ | (9 (9 

6| 84 [86 (7 ि 

&70 0०० ७ ४ 



यादुच्छिकोकृत-ब्लॉक अभिकल्पना इ्०ण०छ 

$ २०,१०-२ विश्लेषण 

ढ के पता 2 

$,>चअतर--विस्म वर्गे--योग न्ू*ू 5» » (४,-)0£ 
उन्च्डे च्च्च 

शा ए_ झऋपा छ. 
नन्डे 3/)-9> >॥ 

हा व ब्बड /ज्ण्म 

पा छ 

2] -[2 2»] 
है 

5(३०)-+-(27(5)+(7/_032) 
6 24 

739 33--7726 

चत्१3-33 

ता ए 

$५5-अतर--छॉक वर्ग योग न्5 9 9 %१-- ७» ५७३४ 
ना 

_+ यू 097%०0+(एककएऐेकएणेन+-९क)- दे एशय 
ज5749--726 

ब्ज22.०० 

५८2 जाए हि 

रन इक इक +| 2५ 24 0 7 क्र 
5+(०%+-(8)-+-(4)*-(8)-- (6) (7)? 
+(97+(०१+-(३४+-(७)+-(७'+(+ 
+(7*+-(7-+-(07+-(3)*+-(०१+ (7! 
+(०*+-(०/+-0++-5)+(»*+(०७* 
| अमन 2 त्रिये 

डक प्78---726 

न्ज्ड्ड 00० 



इ्ग्८ सांहियको के सिद्धान्त और उपयोग 

र. डस्ताड--ड 5५ 
ज|ः52 00--73-33-+22-00 

न््व6 57 

सारणी सख्या 20:3 

प्रसरण विइलेवण सारणी 
नल खो 4 ह्ज्ञा 
गम वर्ग-्योग है बर्ग-माध्य | अनुपात | सात 

(0 | 0) (3) (3) (9) | (0) 
। 

क्स्मि अच्तव3.33.. 5 |, 44436. 7*-०| ३७ 
|] 

। । 
ब्लॉज 22 ०) (0,--५ 4०० क्र ८३.96... 2-90 

गा वर6, ० 0/८--.3० 

| कुल &->52.00,... 23 

इस प्रव(र ब्लॉकों का अतर और किस्मो का अतर दोनो ही अर्थ पूर्ण हैँ । 

कसी मी ब्लॉक के प्रेक्षयों के जोड का प्रसरण 4० * होगा । इसलिए किन््दी दो 

इलॉंको के प्रेश्षय-योगो में 224८१ 487, मे अधिल अवर होतो हर उसे अर्थ पूर्ण 
समझेंगे। (देखिए $ १० ६) यहाँ £ का जये है ॥; का 25% बिंदु जिसका मान 
2737 है । (देखिएं सारणो सख्या १०१) दो ब्लॉकी के प्रभावों में वास्तविक अतर 

न होने पर उनके प्रेक्षणम-योगो के अन्तर के 22८7 737 २९ ५/ 4) 7770-58 96 से 
अधिक होते की प्रायिकता पाँच प्रतिशत से कम है । इस प्रकार से ब्लॉँको की तुलना 

के विर्केषण को हम निम्नलिखित रूप में रख सकते है. 

ये [7 बरी) (यठ ए) 7 

यहाँ दो ब्लॉको को एक कोष्ठ में रखने का अर्थ है उनकी बिलकुल समानता । 

ब्लॉको को उपज के अनुसार क्रमबद्ध कर लिया गया है । ब्लॉक | में प्रेक्षित उपज 

सबसे आंधक है । परठु यह [,ए,ए अयवा ७ की उपज से सार्यिकोय दृष्टिकोण 

+ देखिए सारणी उ7.] 



यादृच्छिकोकृत्त-ब्लॉक अभिक््ल्पना रे०९ 

से इतनी अधिक बडी नही है कि अतर को अर्थपूर्ण समझा जाय । केवछ ता और गा 

में अवर सारपूर्णे समझा जा सकता है क्योकि यह अतर 8.96 से अधिक है। जिन 

इ्लॉको में साल्यिकीय दृष्टिकोण से अयंपूर्ण अतर नही है उनके ऊपर लिखित सकेत 

के अनुसार एक मोदी छकौर खीच देते हूँ । 
इसी प्रकार दो किस्प्रो के प्रेक्षणो के योगी का अतर अर्थपूर्ण होगा यदि बह 

2२६ २०१372 १/७४7 7705-77-०० से कम न हो । 

इस प्रकार 4 (४ 725 

अर्थात् 4, (० और 79 में कोई अर्थ-पृर्ण अतर नही है । इस्नी प्रकार (., 70 और # मे 
कोई अन्तर नही है परतु 44 और 2) का अतर बर्य-पूर्ण है । प्रेक्षणो के आधार पर उपज 

के अनुसार इन चार किस्मो फा क्रम 4, ८, 20 और 2 है । 

$ २०-११ ब्लॉक 

यद्यपि अधिफतर प्रयोग अभिकल्पनाएँ आरभ में खेती के प्रयोगो के लिए ही सोच 
कर निकाली गयी थीं परतु इन्ही अभिकल्पनाओ का अन्य क्षेत्रों में भी उपयोग होता 
है । उदाहरण के लिए खूराक के एक प्रयोग में एक साथ पैदा हुए सूअर के बच्चो के 
समूह का एक ब्लाँक की तरह उपयोग क्या गया था। ब्लॉक शब्द का प्रयोय अभि- 

कल्पना में भूमि-्लड के छिए ही नहीं वल्कि किसी भी ऐसे प्रायोगिक इकाइयो के समूह 
के लिए किया जाता है जिसके अदर इकाइयों को यादृच्छिकी करण द्वारा उपचारो ने' 
साथ संयुक्त किया जाता है। इनको सपूर्ण समष्टि की तुलना में अधिक समाग 
(४००४००१८४०७५) होना चाहिए । 

प्रयोग के विडलेपण में यदि हम यह् पार्ये कि अतर-#छॉक बर्गे-माध्य और बुढि- 
चर्ग-माष्य का अनुपात अर्थपूर्ण है तो यह समझा जा सकता है कि ब्लॉक वनाना अमि- 
कल्पना में छाभदायक सिद्ध हुआ है। यदि यह अनुपात अथंपूर्ण नही हो तो कदाचितू 
यह ब्लॉक बनाना बेकार था अथवा इससे विशेष छाभ नही हुआ। यह ध्यान देने योग्य 
बात है कि यदि पिछले प्रयोग में ब्लॉक नही वदाये जाते तो अतर-ब्लाँक-असरण भी त्रूटि 
वर्ग भाष्य में मिल जाता और यह सभव था कि किस्मो की उपज का अतर जो इस 

प्रयोग के द्वारा अर्थ-पूर्ण ठहराया बया है--बिना ब्लॉक के प्रयोग के अर्थद्वीन माना 

जाता | इस प्रकार ब्लॉक निर्माण का प्रयोजन प्रयोय को अधिक सुग्राह्दी बनाना है। 



अध्याय २१ 

लेटिन-वर्ग अभिकल्पना 
(7,209 $तुएशा८ 70९5987) 

६ २१ १ प्रयोग को सुग्राही बनाने का प्रयत्न 
पिछले प्रयोग में हमने देखा था कि किसी उपचार के प्रभाव के प्राइकलक में 

जो त्रुटि होती है उसका एक भागब्लॉको के बीच का अतर है। एक विशेष प्रकार की 
प्रयोग-अभिकल्पना द्वारा कुल चरुटि में से इस भाग को घटाया जा सवता है और इस 
प्रकार प्रयोग को अधिक सुग्राही वनाया जा सकता है। यदि ब्लॉको के अतर के अति- 

रिक्त हमें त्रुटि का कोई अन्य कारण भी ज्ञात हो और उसको भी किसी विशेष अभि- 

कल्पना द्वारा हटाया जा सके तो प्रयोग और भी अधिक सुग्राही हो जायगा। सर्वे 
क्षण से सबध रखनेवाले इस प्रकार के एक प्रयोग का विवरण नीचे दिया हुआ है। 

इसके विइलेपण के लिए प्रतिरूप (ा0वंट)) से आरभ करके सारा सिद्धात नहीं सम- 
झाया गया है। आशा है कि पिछले प्रयोग के प्रतिऱ्प और विश्लेषण को ध्यान में 

रखकर इसके विभिन्न चरण कया होगे यह आप स्वय ही तय कर सकते हैं 

$ २१.२ उदाहरण 

आजकल पचवर्षीय यौजना का बडा जोर है। आद्या की जाती है कि पन्द्रह वर्षो 
में प्रति मनुष्य औसत आमदनी दुगुती हो जायगी | भली-भौति यौजना का निर्माण 
करने के लिए यह जावना आवश्यक है कि भारत के निवासी इस वढी हुई आमदती का 

प्रयोग किस प्रकार करेंगे । यद्यपि कोई भी इसकी भविष्यवाणी नही कर सकता, परतु 
आजकल भिन्न-भिन्न आ्थिक स्थिति के छोग जिस प्रकार अपनी आमदनी खर्च 

करते हूँ उससे इसका बहुत कुछ अनुमान हो खकता है । अब समस्या यह जानने की है 
कि आजकल लोग किस प्रकार खर्च करते हैं । इसके लिए सरकार की ओर से बडे 

बडे सर्वेक्षण होते है । इसमें कुछ मनुष्य घर-घर जाकर लोगो से उनके व्यय के विषय 

में पूछताछ करते है॥ आपको इस समय कल्पता करनी चाहिए कि कोई अन्वेषक 
आपसे आकर भिन्न-भिन्न वस्तुओ पर आपके खरे के बारे में पूछताछ करता है। क्या 
आप वस्तव में उसे यह सूचना दे सकते है ? यदि जाप रोज का ब्योरेवार हिसाब 

रखते हैं ती आपको कुछ कठिनाई नही होगी। परतु वास्तव में बहुत कम छोग ऐंमे 
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हैं जो रोज का हिंसाव रखते हूँ । ऐसे लोगो को हिसाब केवछ अनुमान से ही बताना 

पड़ेगा । इस दक्ष में च्रुटि होना प्राय अनिवार्य है। 

सद्यपि गलती को विलकुछ हटा देना असभव है, परतु हम जानते हैं कि इस त्रुटि 
को दो उपादान प्रभावित करते हैं। एक तो है निर्दिप्ट काल ( इटल्िटाट९ 

9८००१ ) । यदि आप केवल पिछले दिन के खर्च के बारे में पुछे तो उसमे जितनी 

गलती होगी वह पिछले सप्ताह, पिछले पखवारे जथवा पिछले माह के खर्च की जिज्ञासा 

के उत्तर में वी हुई गछती से भिन्न होगी । इसके अलावा यह जन्वेषक पर भी निर्भर 
है कि वह किस प्रकार प्रश्न पूछता है। भिन्न-भिन्न प्रकार के प्रइन पूछने से भिन्न-भिन्न 
प्रकार के उत्तर मिलेंगे । उदाहरण के लिए आप एक तो सीघे-सीधे यह पूछ सकते हैं 

कि पिछले महीने फछो पर कितना खर्चा हुआ ! इसी प्रश्व॒ को दूसरे ढग से भी पूछा 

जा सकता है । अस्वेषक बारी बारी रे राब फलो का नाम लेकर पूछ सकता है कि इन 
पर पिछले माह कितना कितना खर्च किया गया। इन सव खजों के जोड से भी 
महीने भर में फलो पर किये हुए खर्च का उसे पता चल सकता है । एक तरीका यह भी 
है कि केबल फलो पर ही नही वल्कि अन्य वस्तुओ पर भी खर्चा पूछा जाय । इस प्रकार 
कुछ आमदनी और खर्चे की तुलना से शायद विभिन्न वस्तुओ पर हुए खर्चे स्रे अधिक 
कच्छे अनुमान की झ्राशा की जा सकती है। 

यदि किसी मनुष्य के पास एक एक दिन का प्रत्येक फल का खर्चा छिखा हुआ 
है तो तीनो भ्रकार से प्रशत करने पर एक ही उत्तर मिलेगा । परतु उत्तर यदि याद- 
दाइत पर हो आश्रित है तो एक ही मनुष्य इन तीन प्रकार से प्रइन करने पर भिन्न-भिन्न 
उत्तर दे सकता है । इसके अलावा एक ही प्रकार के प्रश्त करने पर भी एक ही मनुष्य 
भिन्न-भिन्न स्थितियों में मिन्न-मिन्न उत्तर दे सकता है। 

ख्े के सबध में हुए सर्वेक्षणों में विभिन्न निर्दिष्ट कारों ओर प्रदन पूछने के भिश्न- 
भिन्न तरीकों का प्रयोग होता रहा है । अब प्रइन यह उठता है कि क्या इन सर्वेक्षणों 

के फक्नो की तुलना की जा सकती है। भाव छीजिए एक रावेक्षण उत्तर प्रदेश और एक 

मद्रास में होता है । क्या हम इन दो सर्वेक्षणों की मदद से यह जान सकते है कि मद्भास 
और उत्तर प्रदेश के लोगो की खर्चे की आदतें कितनी भिन्न है ? यदि हम यह जानते 
हो कि इन दो सर्वेक्षणो में भिन्न-भिन्न निर्दिप्ट काछ ओर प्रश्न पूछने के भिन्न-भिन्न तरीको 

का उपयोग किया यया था, और इसके साथ बह भी जानते हो कि निर्दिष्ट काल और 
तरीको के भिन्न होने से सूचना में सचमुच अतर पड जाता है तो इस प्रइन का उत्तर 

नकारात्मक होगा ) 



३१२ सांण्यिकों के सिद्धाम्त और उपयोग 

$ २१.३ आँकड्ड 

मान छीजिए, हमें चार निदिप्ट समयो और चार प्रइन पूछने के तरीको का 

अध्ययन करना है ॥ इसके लिए एक प्रयोग किया जा सकता है जिसमें चार व्यवितयो 

पर चारो निदिप्ट काछो ओर प्रश्न पूछने के चार तरीकों का प्रयोग करके देखा जा 

सकता हैं। यद्यपि इस प्रकार के प्रयोग में कुछ दोप है ज्सिसे यह तुछना अ्मात्मक हो 

सकती है परतु इस अभिवलपना को और उसके विश्लेषण को समझने के छिए यह 

उद्यहरण पर्याप्त होगा । 

हम उन भनुष्यों को जिन पर प्रयोग क्या गया है 4, 3, (0 और 20 से सूचित 
करेंगे। प्रश्न पूछने के तरीकों को सख्याओं से और निदिष्ट-कालो को 3, त, [7 और 
पए से सूचित किया जायगा । सारी अभिकल्पता को नीचे दिये तरीके से सारणी 

में रखा जा सकता है । 

सारणी सरया 2!4 
जि [० ७ ७ | रे न 
वि पी | प्ग | पा । एए [| कुछ माध्य 
का तरीका । | 
5 5 छह 

4. [8 (7 72 | 
50 25 8| ३० 200| 390 9750 

] ट॥ छठ ८ 

290 62| | 3० 377 | 24४ 9425 
झ प्र | न हल] 

90 295 56| 373 ॥॥ 836, 
[8 श्र] 3 | 

28| 220 | 700| 402 30059 

358 | 424 लक 5 हिट | हि. 374 | 356 | 7542 | 

[706 &४| 93 50 | 96 ५0 96-38 

६ २१.४ लैटिन वर्ग 
इस ऊपर वी सारणी में आप देखेंगे कि एक वर्ग है जिसे चार पक्तियों (70४७3) 

और चार स्तभों (८०प्ाआए5) द्वारा सोलह जागो में बाँठा हुआ है। इन भागों 
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में चार अभ्र 4, 8, ६ और 2 लिखे हुए है ! इतकों इस श्रकार बाँटा गया है कि हर 
एक अक्षर हर एक पक्तित और हर एक स्तभ में एक बार और केवछर एक ही बार 
आता है ।इस प्रकार के वर्ग को छूंटिन वर्ग (7,37० 5प००४८) कहते है । इस 

भ्रयोग में एक 49८ 4 लौटिन बर्ग है जिसमें चार पक्तियाँ और चार स्तभ है। इसी 

अकार 5५5, 626, 72८7 इत्यादि विभिन्न परिमाणो के लैटिन वर्ग होते है ! 

$ २१.५ विश्लेषण 

हर एक भाग में अक्षर के अतिरिक्त एक सख्या भी दी हुई है जो एक मास सें हुए 
कुंछ खर्च को सूचित करती है। यह तीन उपादानो ( 9८८०७ ) पर निर्मेर 
करती है, (१) घ्यक्तित (२) निदिप्ट कारू (३) प्रइव का तरीका ) इसके अलावा 

कुछ त्रुटि और रह जाती है जिसको एक प्रसामान्य चर मान कर पिछले प्रयोग की 

तरह विश्लेषण किया जा सकता है। 

5, --अतर-निरदिष्द-काल वर्ग-योग +- (555 (424)7- (374)7-(886)१ 

(0542% 
76 

6, 87. 2 6, कट ं पर. उशयव5 + 

749,203--748,670*25 

592 75 

(39०*-+(77%--(373)+:(4००)१ 
4 

॥ 

$, 55 अतर-प्रश्व-विधि बर्मेन्योग -- 

(3542? 
6 

ज| 243,740"50--748,670'25 

ब्यय इउ025 

उन सब खातों की सख्याओ का योग जिनमें 4 है +८ 222 

उन सब खानो की सल्याओं का योग जिनमें & है. न् 395 
उन सब खानो की सख्याओ का योग जिनमें (? है 
उन सब खानों की सल््याओं कया योघ्र जिनमें 22 है 

उ20 

805 (9 
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५ 5, ++ अतर-ब्यक्ति वर्ग-योग-+ (222 +-895)7+-0207+(8097 
4 

05427 
76 

न 276,983 50--748,670 25 

जन 68,373 25 

3 55 कुछ वर्य-योग - [5०?4-(:9०%+-(७०१4-(20++-07 ०१ 
+-(62*-+(32+-(2००*+(३०*१+(०७१ 
+099%+64)+-(2००९+-७०१+(०४६ 

»' 7542)* +(7००)] -2282 
लत 277,754 ०00---748,670 25 

न 69,743 75 
&८--७--(७,+-७५--७५)--69,743 75--(592 75--730 25--68,373 2») 

न्न्47 50 
इन सब परिवलनों को प्रसरण-विश्लेषण सारणी के रूप में रखा जा सकता है! 

सारणी सख्या 2(2 

झेटिन-बर्ग अभिकरुपमा के लिए प्रसरण-विश्लंपण 

विचरण वा स्वानन्य 
722 चश गज 

का 596 
धर्म- अनुपात उंदमम सस्या | ब योग. दग माध्य अनुपा ष मान 

छ | ७छ | कक के ०0 

निर्दिष्ट समय | 3 5,55592 75 
फ्ग हट 

45-:97 58 [ए, 4 95| 47' 

१ 
अश्न विधि | 3| 35730 25 | उ//7:43 42 जुहत548| 47 

कि मा 

0४7२08373 25 | । व्यक्ति | कु 

त्रुटि | 6 । $तत47 5० | रकलत7 95 | | 

| कुछ. | 75 [3० | ग5. 95569 743 गज | 
7 2 
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निदिष्ट कार और प्रइन विधि दोनो के लिए प्रसरण अनुपात अर्थंपूर्ण है क्योकि 

4१, का पाँच प्रतिशत बिंदु 476 है । (देखिए सारणों सख्या 37.7) वास्तव में 

निदिष्य काछ के लिए अनुपात तो वहुत अधिक अय॑-पूर्ण है क्योकि यह #५,, के 0 ॥ 
प्रतिशत बिंदु 23.70 से भी अधिक है । इस कारण अब हम प्रश्न के तरीको के युग्मो 

और विदिष्ण काऊछों के युग्मो की तुलना करवा चाहेंगे। 
यदि हम दो निर्दिष्ट कालो की तुना करना चाहेँ तो इसके लिए हमें उत्त दोनो 

विदिष्ट कालो के लिए जो माध्य है उतका अतर छेना होगा । क्योकि ये दोनों माध्य 
2 & ०४ 

चार चार प्रेक्षणो पर आधारित है इस कारण इनके प्रसरण --- है जहाँ ०* एक अकेले 

ज्रेक्षण का प्रसरण है । इस कारण इतके अतर का भसरण ------> २-7- है। 

यदि इनके अन्तर ऊ> का म्धध्य शून्य हो तो -- एक प्रसामात्य 2४(०.7) 
/(३ 

डे 

चर समझा जा सकता है । इसके अतिरिक्त (ब्रुटि वर्ग योग) + ० एक 2५ चर 

है इस कारण _.. ”.. _../ तट वर्ग माच्य एक # चर होगा। 

यदि & के पाँच प्रतिशत शिंदु को से सूचित किया जाय तो & का मात 

(्ट्रूंसय से अधिक होने पर हमें > के भाध्य के शून्य होने में सदेह होगा । 
2 

ऊपर की सारणी (27.2) गें चुटि-वर्ग-माष्य 5० 7 92 है । अत ५ वर्ग-भाध्य 
2 

उत 24472 कि जन 487 
प 

इस प्रकार निर्दिष्ट काछों के छिए 

ग् गज गया 4 

तया तरीको के लिए 

4 है 3 

(देखिए सारणी सख्या 27.5) 
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8६ २१.६ साधारण 

लैटिन वर्ग अभिकल्पना का प्रयोग खेती सवधी प्रयोगों में अधिक होता है। 

उसमें वास्तव में धरती पर यह वर्ग बनाया जाता है और पौधो की जिन किस्मो की 
बुलना करनी हो उन्हें इस प्रकार लगाया जाता है कि हर एक पक्ति और हर एक 

स्तम्भ में एक क्स्मि केवल एक ही बार वोयी जाय । इस प्रकार के प्रयोग का विश्लेषण 

उदाहरण में दिये हुए ढग से किया जाता है। ऊपर के प्रयोग में यदि यादृच्छिकीहुत 

डलॉक-अभिकल्पना का उपयोग किया जाता तो हम एक प्रयोग द्वारा केवल एक ही 

परिकल्पना की जॉच कर सकते थें--तरीके से सवधित अथवा निर्दिष्ट काछू से 

सवधित | परन्तु ऊँटिन-वर्ग के रूप मे रखने से इन दोनो ही परिकल्पनाओं की जाँच 

एक ही प्रयोग के विदलेषण की सहायता से की जा सकती है । 
खेती सवधी प्रयोग में इसका उद्देश्य किस्मो के प्रभाव को दो अलग-अलग प्रभावों, 

पक्ति-प्रभाव और स्तम्भ प्रभाव से मुक्त करना होता है। उनमें हम केवल एक हीं 
परिकल्पना की जाँच करना चाहते हँ--वह यह कि किस्मों में कोई विज्ञेप अन्तर 
नही है। इस प्रकार आपने देखा कि इस प्रयोग-अभिकल्पना का अलग-अलग उद्देश्यों 

से उपयोग किया जा सकता है, परन्तु विश्लेषण की विधि वही रहती है। 



अध्याय २२ 

बहु-उपादानीय प्रयोग 

(छए८०घग ॥#फु्उंणाल्यां३) 

$ २२-१ परिचय 

अब तक आप यह समझ ही गये होगे कि किसी प्रयोग को अनेके उपादात प्रभावित 

बार सकते हैँ) यदि ये प्रभाव सयोज्य (200379८) हो तो हम इनको एक एक 

करके भाप सकते है। ऊपर के प्रयोग में यदि हम वेबल एक ही ध्यवित से एक ही 
निर्दिष्ट काल के सबध में विभिन्न तरीको से प्रश्न करते तो उसमें उत्तर प्रधानत 
केबल तरीको के भिन्न होने के कारण आता और औसत अतर के शुन्य-प्राय होने की 
परिकल्पना की जाँच को जा सकती थी | इसी सिद्धान्त का उपयोग यादृच्छिकीशृत 
ब्लॉक अभिषलपना में भी किया जाता है। परन्तु दो उपादातों के महत्वपूर्ण होते पर 
इस प्रकार के प्रयोग खर्चीकि हो जाते है और हमें छेटिन वर्ग इत्यादि अन्य प्रयोग- 
अभिकए्पनाओों की शरण छेनी पड़ती है। परू्तु इनका विश्लेषण उस दक्षा में ही 
सतोपजनक हो सकता है जब इनके प्रभाव सयोज्य हो। ऊपर के उदाहरण में यह् 

मभव है कि घिछ्योष प्रश्वविधि का प्रभाव विभिन्न व्यक्तियों पर अलग-अलग हो ! 
यह भी हो सकता है कि विभिन्न प्रदतविधियों के रायोजन में एक ही निर्दिष्ट कार का 
अलग-अलग प्रभाव पड़ता हो | ऐसी दशा में जब उपादातो का प्रमाव सपोज्य त हो 
लेब एक ही प्रश्न के लिए यह पृथक प्रयोग कण्ना सम्भव नहीं है ( या तो प्रयोग से 

किसी प्रश्त वग भी सतोपजनव' उत्तर नहीं मिलेगा अथबा कई उपादातों के विषय 

में बहुत से प्रश्नों का उत्तर एक साथ ही भिछ जायगा। 

परधपि हम कुछ विशेष उपादानों का अध्ययन करना अधिक उपयुक्त और 
आवश्यक समसते हो तथापि वहुधा यह कहना कठिस होता है वि इनमे से सबसे 
अधिक महत्त्वपूर्ण कौत-सा है। हमें पहले ले यह ज्ञाव होना भी सभव त्ही कि एक 
उपादान का प्रभाव दूसरे उपादानों के प्रभाव से सर्बशा स्वतव है अयवा नहीं। जब 
कुछ विशेष उपादानो को प्रयोय के छिए चुना जाता है तो उसका कारण यह नहीं होता 

कि वे ही सबसे अधिक महतल्त्वपूर्ण है बल्कि केवछ यह कि इन उपादातो पर अधिक 



श्श्ट सास्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

आयसानी से नियतण क्या जा सकता है और इनको सरलता से नापा जा सकता है। 

कोई भी जटिल मशीन अथवा भौद्योगिक प्रणाली अवश्य ही अन्य उपादानों से भी 

प्रभावित होती होगी । मजदूर, मशीन तथा कच्चा माल तीनो में से किसी भी एक का 

प्रभाव अन्य दोनो उपादानो के प्रभावों से जुडा हो सकता है ॥ दो उपादयनों के इस 
प्रकार एक दूसरे से प्रभावित होने को परस्पर-क्रिया (727४८७००) कहते हैं। किसी 

भी उपादान के प्रमाद को पूर्णहप से समझने के छिए यह आवश्यक है कि अन्य उपादानो 
से उसकी परस्पर-क्रिया का भी ज्ञान हो $ यदि उपादानों के लिए अलग-अलग जाँच 

होती है तो इसका कारण यह नही है कि इस भ्रकार अछग जाँच करना उपयुक्त 

वज्चानिक रीति है। बहुधा गलती से यह् मान लिया जाता है कि एक साथ सब 

उपादानी पर प्रयोग करना असुविधाजनक है किन्तु यह बात सच नहीं है । 

हम नीचे खेती सदघी एक वहु-उपादानीय प्रयोग का वर्णन करेंगे जिससे हर्मे 

यह पता चढेगा कि एक साथ अनेक उपादानों के मुख्य प्रभाव (770 ८०८०) 

मौर उनकी परस्पर-क्रियाओं (770८:73८४०7$) को किस प्रकार नाषा जाता है, 

ओर कंसे उनके शून्य-प्राय होने की परिकल्पना की जाँच की जाती है। 

6 २२.२ बहु-उपादानीय प्रयोग के लाभ 

एक नये किस्म के चावल की विदेशों में बहुत चर्चा है और उसे भारत में प्रवेश 
कराने की योजना बनायी जा रही है। जाजकरू जिन किस्मो के चावरू भारत मे 

बोयें जाते हैं उनसे यह किस्म वास्तव में श्रेष्ठ है अथवा नही, यह विश्वस्त रूप से नही 
कहा जा सकता। यहाँ श्रेप्ठता स्वाद से नही बल्कि पैदावार के दृष्टिकोण से मापी 

जा रही है क्यो कि इस समय सबसे बडी समस्या अन्न-सकट को टालना है। इसके 
अतिरिक्त यह भी पता नहीं कि चावल को बोने, उसमें जल देने और देखभाल करने 
आदि की सर्वेश्रेष्ठ विधि वया है। किस किस्म की खाद कितनी मात्रा में देना सर्दोत्तिम 

होगा, यह भी खोज कर पता छगाने की बात है। यह हो सकता है कि कोई खाद 
कसी किस्म के चावल के लिए और कोई अन्य खाद किसी दूसरी किस्म के चावल क्के 

लिए उपयुक्त हो । यह भी हो सकता है कि पौधों को दूर-दूर बोने पर जो क्स्मि 

खबसे अधिक उपज देती है वही पोधो को पास पास बोले पर निद्धष्ट सिद्ध हो ( 
ऐसी द्षा में बोने की किसी विशेष रत जौर खाद को केक< यदि ककिल्दो दी. 

घुलना की जाय तो यह अमात्मक होगा । यह सभव है कि उपादानों में परस्पर क्रिया 

त हो । उपादानो, विस्म, बोने की रीति मौर खाद के प्रभाव वास्तव में सयोज्य हो 
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परन्तु फिर भी एक बहुउपादातोय प्रयोग के मुकावले में अछ्य-अलग उपादानों के 
लिए अलग-अल्ूग प्रयोग करता कम दक्ष (लह्लट्पए) है । इसका कारण यह 
है कि वहु-उपादानीय प्रयोग में एव ही प्लॉट का अलग-अलग उपादाना के प्रभाव को 
आँकने के लिए अनेक भार उपयोग करना होता है। 

उदाहरण के लिए मान लीजिए कि एक प्रयोग में तीन उपादान है, जिनमें से 

भ्रत्येक के दो-दो स्तर (]८ए४) है। इस प्रवार कुछ 2६2» 2558 संचय इन 
उपादातो के स्तरों के होगे। यदि प्रत्येक सचय का पाँच बार प्रयोग क्या जाय तो 

कुल 8) $ 5५ 4० प्लॉडा की आवश्यकता होगी । किसी भी एक उपादान के मुख्य 

प्रभाव के लिए उन 20 प्लॉटो के प्रेक्षणो के माध्य की तुलना जिनमें यह उपादान एक 
विश्येप स्तर पर है, उन थन््प २० प्लॉटो के प्रेक्षणो के! माध्य से भी जामगी जिनमें 

यह दूसरे स्तर पर है। मदि हम अलग-मलग उपादानो के छिए अलूग-अछूय प्रयोग 
करें जिनमें मुख्य प्रभाव का इसी प्रकार 20 प्लॉटो के माध्या के जतर द्वारा प्रावकलन 
किया जाय तो कुल 40.< ३--३2० प्छॉंदो की आवश्यकता होगी । यही कार्य एवा 
घहुठपादानीय प्रयोग में केवछ 4० प्लॉटो दारा सपन्न होता है। 

$ २२३ मुख्य प्रभाव ओर परस्पर-क्रिया 

विभिन्न स्तरो पर दूसरे उपादानो के सहयोग से उत्पन्न किसी एक उपादान के 
प्रभावों के माध्य को इस उपादान का मुल्य प्रभाव (ककया श(०८॥) कहते है! । ऊपर के 
उदाहरण में मान छीजिए कि दो किसमें 7, और 7; दो बोने के तरीके $, भोर ७५ 
और दो खाद 24, और #/, है । थे तीनो उपादान दो-दो स्तरों पर है । इस उपा- 
दानो के निम्नलिखित २१-८8 सचय हो सकते हैं 

[0 ये 2 26 (2 2 3, 28 (3) 5 5, अं, (4) 2 5. 24५ 
(9) छ 4 का (0 235, #६ .) > 5, १6 (8) व 5. ॥५ 
यदि इन आढ सचयो को एक ब्लॉक के जाऊ प्लॉडा में यादृच्छिकीकरण हारा 

बाँरा जाय तो हौनेवाऊी पैदावार इन राचयो के प्रभाव और प्लॉटो के प्रभाव का योग 
होएी ? यापृन्किफीशस्या के कारण स्लरेंट कर प्रभाव पत्येक सचय के (लिए समान है। 
हमारे प्रतिकूप के अनुसार यह प्रभाव & एक 2४(०,०) चर है । मान लीजिए एक 
ब्छॉक के जिस प्लॉट में 7, 5, 78, का उपयोग हुआ है उसकी उपज (2 5, ॥5५) 
है मोर जिस प्लॉट में 9, &, 26, का उपयोग हमा है उप्तकी उपज (व्यू 
डा) है। 



३२० सांह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

इसलिए इन दो सचयो के प्रभावों के अतर का प्राककछन +८([7, 5, 70,)--(/- 

&, 27) परतु इन दोनो सचयो में बोने के तरीके और खादें समान है। इसलिए इन 
सचयो के प्रभाव के अतर को छिस्मो का प्रभाव समझा जा सकता है) क्योकि यह 

प्रभाव अन्य दोनो उपयदानो के स्तर पर मी निर्भर कर सकता है इसलिए इस प्रभाव 

को 77 |$, 2/ से सूचित किया जायगा। इसी प्रकार हम 77|& 77» 2|5, 25 

तथा 77|5५ 2४; की परिभाषा कर सकते है । किस्म के इन चार प्रभावों के माध्य को 
जो अन्य उपादानो के विभिन्न स्तरों पर होते है, हम किस्म का मुख्य प्रभाव कहते 

हैँ और इसे 77 से सूचित करते हैं । 

इस तरह ॥7 का अनभिनत प्राककलन 77 बिम्नलिखित है 

ए दर. [6 4 380-2 & 30) $ 22-(5 57%) 
+6द 5 0800-05 3, 20))+64 5: 200-- (5 5 240)] 

बने के (-ाद) (5,+3,) (7/:--35:) हज जटथाओ) 

इस प्रकार उन सब प्लॉटो की पैदावारो के योग में से जिनमें |2; का प्रयोग हुआ 
है अन्य प्लाटों की पैदावारों के योग को घटाने और कुल उन प्लॉटो की जिनमें 72 
बोया गया है सल्या से विभाजित करने पर हमें 72६ और 7 के प्रभावों के भौसत 
अतर ॥2 का प्राककलन प्राप्त होता है। 

इसी प्रकार अन्य उपादानो के मुख्य प्रभावों की परिभाषा की था सकती है। 

ड> ये टिलगो (&- आओ (४४६२० ननश्थ्न्मे 

> बी शलाकलओ ए_-क)ी... ह४प (22.3) 

यदि (2 3, 2४4,) इत्यादि एक ब्लॉक के एक प्लॉट की पैदावार नही बल्कि 8 

ब्लॉफो के एक एक प्लॉट यानी कुल 8 प्छॉटो की पैदावार का माध्य ह्दोतो 

गो प्राक्कलको 

इनमें से प्रत्येक का प्रसरण न्द्र्त्पा ऊपर के तीनो प्राककछकों के असरय 

करे 
ह। 

० दर ० 
द्वः 5 सका | 
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मान लोजिए, हम 07] 5, 2४, के प्राक्कलक में से 77] $, 77. के प्रावकछूक 
को घटाते हैं। यह 5५706 तथा ७,06, पर 7 के प्रभावों के अत्र का 
प्रावकलक होगा। 

इस अतर से यह् पता चछता है कि खाद का स्तर 7/, होने पर वोने की विधि 
का किस्म फ प्रभाव पर क्या असर पडता है | इसी प्रकार खाद का स्तर 2७४, दिया 

होते पर हम एक जन्य अतर को प्राप्त कर सकते है । इन दो अतरो के माध्य को दो से 

विमाजित करने पर हमें जो राशि मिलती है उसे हम किस्म और बोने की विधि की 
परस्पर-किया (॥7९72८४०॥) 78 का प्राक्कलक कहते है। इस प्रकार 

कप 

8 ज+ न [0० 5 20)-(7 3,00))--६(2 5, ॥.)--(7, 5.00,)) 

+ (04 5 7200-02 & 200)-605 8 ॥३-(4 & 290) | 

स्ल न (2) (5-9) (॥:-+-॥६) जज सिखदो 

प्रकार 77.8 ओर 3/3 के प्रावकलक' निम्नलिखित होगे 

॥ 3) / _5 थे 0078) (&+-&) (४४-20) 

3) 3 ++ हा (4+74) (5,- 3.) (॥,--258.) 

ये तीवो द्वि-उपादानीय परस्पर-क्रियाएँ है क्योंकि इनमें केवल दो उपादानों के 
एक दूसरे पर प्रभाष का विचार किया गया है। यदि हम खाद का स्तर 2४५ दिये होने 
पर किस्म और झछोने की विधि की परस्पर-क्रिया 

है है. 
7278 | ॥५ 5 दि ४४-०४ (६-७) 2४५ 

तथा खाद के स्तर 26, पर किस्म और बोनो की विधि की परस्पर-क्रिया 
ब् 

एंड | कक ८। यु (लो (क-) #६ 
र१ 
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के अतर को हें तो यह किस्म और बोनें की विधि की परस्पर-क्रिया पर खाद के प्रभाव 

का प्रावकलक है । इस अतर को दो से विभाजित करने प्र हमें त्रि-उपादानीय पर- 

स्पर किया 77773 का प्रावकलक प्राप्त होता है। 

प्रीध5 -- का (2,--ाय) (38--28;) (5,--&,) --- (227) 

यह ध्यान देने की बात है कि परस्पर-क्रियाओ के उपादानो का क्रमचय (फएछ- 

ग्रापध्थ०००) करने से कोई अतर नही पडता । उदाहरण के लिए 75ल्--87 

अथवा 770/5--750/--2875 इत्यादि। इसके अतिरिबत मुझ्य प्रभावी 
ओर परस्पर-क्रियाओ की परिभाषा इस प्रकार दी गयी है कि इन सबके 

की 
प्रसरण-हु है । 

$ २२४ उदाहरण 

अब आप यह तो समझ गये होगे कि मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओ का अनु- 

मान किस प्रकार किया जा सकता है। खेती सबधघी प्रयोगो का मुख्य उद्देश्य भी यही 
होता है। परतु इसके अछादा हम कुछ निराकरणीय परिकल्पनाओ की जाँच भी करना 

चाहेंगे जिनका तात्पय यह जानना है कि मुख्य प्रभाव आदि के अनुमानों का शून्य से 

जो भतर है वह अर्थंपूर्ण हे अथवा नही । इन परिवल्पनाओ की जाँच के बाद हम उपा- 

दात-सचयो को उत्कृष्टता के क्रम में रख सकेंगे। 

इस ऊपर लिखित प्रयोग में कुल आठ उपचार हैं । इन सवको एक ब्लॉक के आठ 

प्लॉटो में यादुच्छिकीकरण द्वाया बाँदा जा सकता है। इस प्रकार के कई ब्लॉक 

लेने से हमें एक यादुच्छिकीकृत ब्लॉक-अभिकल्पना श्राप्त होती है। इसका विश्लेषण 

किस प्रकार किया जा सकता है, यह तो आप जानते ही है । परतु अतर उपचार वर्ग 
योग को हम फिर मुख्य प्रभावो और परस्पर क्रियाओं से सदधित वर्गेन्योगो में विभा- 

जित कर सकते है और इनमें से प्रत्येक को #--परीक्षण द्वारा जाँचा जा सकता है। 

मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओ की स्वातत््य-सख्या केवल एक एक होने के कारण 
इनको /- परीक्षण दारा जाँचना अधिक सररू है । मह सब किस प्रकार दिया जायगा, 

चह् निम्नलिखित उदाहरण द्वारा स्पष्ट हो जायगा । 
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सारणी संख्या 22. 
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35. 

&-. 

॥4 5, 27५ 

9, $, 3५ 

हक 
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कुल 

माधष्य 

$ २९५५ विश्लेषण 
ब्लॉक बर्गन्योग 5, -+(३56:८7 006)+-(77> 8 875,/4-(560<7 ०००) 

"(452 $ 625)--(2282< 7 725) 

(३392 600--630 725-+- 392 ०00०0-+253 725)-3624 500 

जब 750 

उपचार बर्गेन्योण 5५ (75) 4)+-(2036 3)+-(242 ०) -+(३०२८ शे 

देर 
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-+-(24 » 6)+- (242 0 +-(4०७ 70) + (48» 7०) 
++2282< पर 725) 
ज+64-१-700--7449-256+ ए॥4न-4०० 

चौऊ76-77624 500 
ब्न्व528 000---7624 500 

_-+>203 500 

उ5(3)+(5)+-(4)7+(4*+ (9*+-(०/+ (0१% (४ 
+(०९+(७१+ (07+(97+(7?-+(णन (न 
न-()+ (7+-02/+(9*+(6?+(७--(०१+(५१* 

+(7०?*+(7२१+-(7०१+ (७१-+-(7५%+(75)१+)१+ थे 

त्रुटि वगन्योग &८ 

+-(228 *€7 725) 

जत१5894 000----7624 500 

२269 500 
चत3--5--55 

न++269 $0०--42 75$0---203 590 

ज्+2३ 250 

सारणी सख्या 22.2 
प्रसरण विश्लेषण सारणी 

विन न का 50७8२ ५२ 
उदगम | संख्या | ऑसोग | वगमसाध्य | अनुपात अधपृण मान* 

(0) (2) (3) (4) (5) (6) 

ब्लॉक 3. |5,554० 75 [65574 25| ण्मिय प्रन्ष्की उप 

उपचार थ्र [&3552०03 50%7,--०29 0्प्र री जत26 49.. 2 48 
९ 

त्रुटि ५4 [सलल्क 25 |7/6च-या ] 

कुछ प् । 3$--+269 50 

+ * (देखिए सारणी सख्या 777) 



बहु-उपादतनीय प्रयोग श्र्प 

इस प्रकार हम देखते है कि उपचार और ब्लॉक दोनो के वर्ग-योग अर्थपूर्ण हूँ ॥ 
वास्तव में ये पाँच प्रतिशत स्तर पर ही नही बल्कि ० 7९% स्तर पर भी अ्थंपूर्ण हैँ । 

अब हम उपादातों के मुख्य प्रभाव तथा परस्पर-क्रियाओ का परिकलत निम्ब- 
लिखित सारणी को सहायता से करते हूँ । 

सारणी संख्या 225 

उपादानों के प्रभावों का परिकलन करने के लिए सारणी 

हि उपज | (॥) | 2) | (3) मुख्य प्रभाव, 
परस्पर-क्रिया 

छ्र (0) (2) (3) पर (4) (5) (6) 
| 59 24 | --)- )- 57 । सब प्रभावों का ये 
ष्र मं क् 

ऊपर की सारणी सें मुल्य प्रभावो और पररप्र-क्रियाओं का परिकछन फरने वी 
सरल रीति दी हुई है । प्रथम काल्ूम में उपचारो के नाम दे रखे हे । इनको एक विज्येप 
क्रम में सजाया गया है । पहिले 77, &, 24, जिसमें प्रत्येक सूचनाक (77४) + है । 

उसके बाद 77; 8, 8४, जिसमें केवल ]7 का सूचनाक 2 है। उसके परचात् 72, 5, #44 
जिसमें केवछ & का सूचकाक 2 है। इसके बाद 774 5५ 07: है जिसमे ॥7और &' 

दोनो के सूचकाक 2 है । इस श्रकार 77 और & के अकेछे और साथ-साथ सूचकाक 2 

पाने के बाद 2४ की बारी आती है और अकेले उसका सूचकाक 2 रखा जाता है। 
उसके पदचात् क्रमश 77 और 3४ ; ७ और /4 तथा 77, & और 24 को सूचकाक > 

दिये गये हूँ 3 

दूसरे रतभ से इन उपचारो के लिए साध्य उपज दी हुई है जिनका परिकलन पहिले 
ही किया जा चुका है - (सारणी 227) $ इनको दो दो के युग्मा में बाँट दिया गया 
है। तीसरेस्तभ में पहली चार सख्याएँ क्रमश इन यूग्मो के जोडो से और जतिम चार 
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सख्याएँ इन युग्मो के अतरो से बनी है । इन सख्याओ को फिर दो-दो के युग्मी में वाँट 

दिया गया है। चौये स्तम में फिर वही क्रिया दुहराबी गयी है । यानी प्रथम चार 

सख्याएँ क्रमश तीसरे स्तम्भ में दिये हुए युग्मो के जोडो से और अन्य चार इनके अतरो 

से बती हूँ । इस क्रिया को अतिम बार पाँचवें स्तभ में दृहराया गया है। इस स्तभ 

की सख्याएँ मुख्य प्रभाव और परस्पर क्रियाएँ हैँ जैसा कि 22.7 से 22.7 सलख्यक 
समीकरणो से प्रकट है । जिन प्रभावों के ये अनुमान हैं उन्हें छटे स्तभ में दिया गया है । 

आपने यह नोट किया होगा कि उपचार में जिन जिन एक, दो, या तीन उपादानो 

के सूचकाक 2 है उनके सामने उन्ही उपादानों के सयुकत प्रभावों का अनुमान 

दे रफ़ा है 

क्योकि मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओ की कुछ सख्या 7 है और /- परीक्षण 

के लिए प्रत्येक को ज्रुटि-वगे-माध्य के वर्ग मूल से विभाजित किया जायगा इसलिए 

बजाय प्रत्येक प्रभाव के लिए / के मान का परिकलन करने के यह मालूम करना अधिक 

सरल होगा कि वह मान क्या है जिससे अधिक होने पर इनमें से किसी को भी अर्थपूर्ण 

समझा जा सके । 

स्वातत््य सख्या 27 के छिए /-वटन का पॉच प्रतिशत बिंदु 208 है (देखिए 

धारणी सख्या 70) । इन सब प्रभावों के प्रवक््कलनो का प्रसरण य है । पाँचवें 

स्तभ में दी हुई सख्याओ का प्रसरण 2०* है । इसलिए यदि इस स्तभ की कोई सख्या 

2 082< 4/>(बुटि वर्ग-माध्य) से अधिक हो तो वह अर्थपूर्ण है । (देखिए $ १०.३) 

यहाँ 2 08:८%/2 (त्रुटिवर्ग-माध्य)--5३3 70 

इस प्रकार हम देखते हैं कि /2,5,04 तथा 578 जर्थपूर्ण हैँ । किस्म 7ट से 
किस्म 72, अधिक उपज देती है चाहे उसके साथ किसी भी बोने की विधि और खाद 

का प्रयोग किया जाम । इसी प्रकार ७, से &, अच्छी बोने की विधि है और 7/, से 
24, अच्छी खाद है ॥ परतु 5, और 2. का सयुकत प्रभाव उन दोनो के अलग-अलग 

प्रभावों के योय से भी अधिक है क्योकि 57 का प्रावक्कन घनात्मक है। इससे यह 
पता चलता है कि सर्वोत्तम उपचार 72,5,2/, है। 

यह हम पहले ही कह चुके है कि मुख्य प्रभावों और परस्पर-क्रियाओ के वर्गों के 
योग उपचार वर्ग-योग के वरावर है । इस उदाहरण में हम इस कथव की जाँच कर 

सकते हैं। हमें देखना है कि (सारणी सख्या 223 के अनुसार) 
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(074(:9१+ (07+(7)+(--२)१+(७१+(2१ __ उपचार-वर्ग योग 
ध 

अथवा अपर शज्ट पक ए उपचार-बगग योग 

जन 203-5 ++ उपचास्-वर्ग योग अथवा 522 
2 

थह उपचार वर्ग-योग का वही यान है जिसका परिकलछन उपचा र-थोगो द्वारा करके 

हमने प्रसरण विश्लेषण सारणी में रखा था । 



अध्याय २३ 

समाकुलन (८०४७/072१9४99) 

8 २३ १ असंपूर्ण-ब्लॉक अभिकल्पना की आवश्यकता 

अभी तक हमने जितनी भी अभिकल्पनाओं का अध्ययन किया है उनमें जितने 

भी उपचार (४८४४४४४४५) थे उन सबको प्रत्येक ब्लॉक में झामि्क किया 

गया था । आपको याद होगा कि ब्लॉक बनाने का उद्देश्य यह था कि एक ही ब्लॉक में 

जो प्लॉट हो उनमें विशेष अतर न हो । यदि प्लॉटो की सख्या बहुत अधिक न हो तो 
ब्लॉक में इस प्रकार की समायता (70770 2८८८६ए) दह्वोना बहुत कठिन नही है। 

क्वपि सवधी प्रयोगों में पास के प्लॉटा में अधिक अतर नही होता । परतु यदि दस दस 
या बारह बारह प्लाट एक एक ब्लॉक में हो दो दो छोरो के प्लॉटो में काफी अतर हो 
सकता है । यदि अतर अधिक हो तो ब्लॉक वनाना व्यर्थे हो जाय । इस कारण उप- 

चारो की सख्या अधिक हो जाने पर हमें अन्य अभिकल्पनाओ की तकाश करनी 

पड़ती है। 

इन अभिकल्पनाओं को हम असपूर्णे-ब्लॉक अभिकल्पना (ग्राएण्माफ्रॉट2 00८॥: 

6०»४87०) की सज्ञा देते हैं । इनमें ब्छॉक के प्लॉटो की सख्या कुछ उपचारों 
की सख्या से कम होती है । यदि प्रयोग-बहु-उपादानीय हो तो हम इस प्रकार के प्रयोग 
द्वारा सभी मुख्य प्रभादों और परस्पर-क्रियाओ का अनुमान नही छगा सकते | इस 

दशा में हमें यह सोचना पडता है कि कौन से मुख्य प्रभाव या परस्पर-क्रियाएँ सबसे कम 

महत्त्व रखती है । प्रयोग-अभिवल्पदा इस प्रवागर बनायी जाती है कि इन सहत्वहीत 

प्रभावों को छोडकर अन्य सब का अनुमान हम छरूगा सके और अन्य प्रभावों से सबधित 

निराकरणीय परिकल्पताओ की हम जाँच कर सके । यह देखा गया है कि अधिकतर 

उच्च-क्रम ( ८८ ०:०८: ) की परस्पर-क्रियाएँ महत्त्वपूर्ण नही होती और 

इन्ही का हमें वलिदान करना पडता है ॥ जब हम किसी प्रमागव का अनुमान नही छगा 
सकते और न यह पता लगा सकते हैं कि विचरण के इस उद्गम के कारण बर्गे-योग का 
परिमाण क्या है तो यह परिमाण अतर-ब्छॉक वर्ग-योग में ही मिला रह जाता है और 

हम कहते हैं कि यह प्रभाव छरॉंक के साथ समाकुलित (८००मण्प्यातं0) है । 
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8 २३.२ परस्पर-क्रिया का समाकुछन 
जिस वहु-उपादानीय प्रयोग का हम पहले विवरण दे चुके हूं उसमें यदि यह पाया 

जाय कि एक ही ब्लॉक में आठ प्लॉट रखना उचित नही है तो कुल उपचार सचयो को 

दो भागों में विभाजित करबे चार-चार प्छॉटो के ब्लॉक दनाये जा सकते हैं। हमारे 

पिछले प्रयोग के हर एवं ब्लॉक को दो भागों ८ तथा 8 में विभाजित क्या जा सकता 
है। इस प्रकार प्रार॒भिक ब्लॉक को अब हम ब्लॉक-युग्म कह सकते हैं। इन कुछ 
उपचार सचया को इस प्रकार विभाजित करना चाहिए कि त्रि-उपादानीय परस्पर 

क्रिया 7808 को छोडकर अन्य सभी मुख्य प्रभावो और परस्पर क्रियाओ का प्रावकलन 

कया जा सके तथा उगके शून्य होने की निराकरणीय परिकल्पना की जाँच की जा सके । 
इसके लिए हम उपयार-सचयो को निम्तल्खित रूप से विभाजित कर सकते है । 

१ | हज का ] छड़फ | थक | सडक, | 
॥ | देजफ) पेजक | दड ७ | हढक । 

हम यह जानते है कि ब्लॉकयुस्म के भाग 8४ के उपचार सचयो के प्रभावो के योग 

में से भाग ४ के उपचार सचयो वे प्रभावों के योग को घटाने से 77526 का प्रावकलन 
होता है (समी० 229) । परतु क्योकि ८ और ४£ की पैदावारो मे इन उपादानों 
के प्रभाव के अतिरिक्त ब्लॉका के प्रभाव भी शामिल हूँ, इसल्ए ४ की पैदावार 
में से ८ की पैदादार को घटाने से हमें 7750/--4 (8,--8,) का अनुमान छुगता 

है। यहाँ 8, और #, द्वारा हम ब्लॉक ४ ओर ब्लॉक ८ के प्रभावों को सूचित कर 
रहे हैं । इस धकार हम देखते हे कि जि उपादानोय परस्पर क्रिया ब्लॉक प्रभावो के 
साथ समाकुलित है और एक ब्लॉक-युग्म द्वारा उसवा अछग से अनुमान नही लगाया 
जा सकता 

अब यह देखता है कि कही अन्य मुख्य प्रभाव अथवा ट्विं-ठपादातीय परस्पर क्रियाएँ 

भी तो ब्छॉक प्रभावों के साथ समाकुलित नही है । इसके लिए हम एक मुख्य प्रभाव 

और एक हिं-उपादानीय परस्पर-क्रिया का प्रावकलन करने को चेप्टा करेंगे 

बीट >+ (97%-+55५%7)--(2 ककान-2 579) 
न (259708+752/)--[गि्रकन-250%,) - - (७5 |) 

यह देखा जा सकता है कि इस परिकलन में हर एक ब्छॉक में दो प्लाटो फी पृदा- 
भार के योग में से अन्य दो प्छॉंटो की पैदावार को घटाया जाता है। अत यद्यपि 

प्रत्येक सचय में ब्लॉक प्रभाव के, या के, भी विद्यमान है ठयापि इस प्रकार के योग 
और वियोग से ये ब्लॉक प्रभाव हृट जाते हैं और हमें मुख्य प्रभाव 77 का शुद्ध अनुमान 
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श्राप्त हो जाता है। (देखो समी०22 7) । इसी प्रकार आप देख सकते हैँ कि अन्य 

मुख्य प्रभावों के भी शुद्ध अनुमान प्राप्त करना समव है । हि 

अब हम एक द्वि-उपादान परस्पर-क्रिया का भ्रावकलन करने की चेप्ठा करेंगे। 

ग्र& +5 (2.5५8॥-- 7:35, /8)-- (5 5,54:-+- 755, 35) 
न (25,77.+ 5, 08,)-- (7, 5,048,--245,30,) +.-०- (23 2) 

इसमें भी ब्लॉक प्रभाव जितनी बार जोडे जाते है उतनी ही वार घटा दिये जाते 
है | इस प्रकार 778 के प्राक्कलन से ब्लॉक प्रभाव हट जाता है और हमें इस परस्पर 

क्रिया का झुद्ध प्रावकछन बिना किसी समाकुलन (८०ण०िण्पकेंगछ्ठ) के पता चल 

जाता है (देखो समी० 224) । 

& २३.३ विशलूपण 
आइये, अब हम देखें कि इस प्रयोग-अभिकल्पना में विश्लेषण किस प्रकार दिया 

जाय ॥ इस विशलेपण के विभिन्न चरण निम्नलिखित है । 

(१) कुछ ब्लॉको के लिए अतर-ब्लॉक वर्ग-योग॑ का परिकलछत । 
(२) जो मुख्य प्रभाव या परस्पर-क्रियाएँ समाकुलित नही हुई है उतके वर्गों 

के योग का परिकलन | यदि पहले समाकुरून का विचार किये बिता उपचार चर 

योग का परिकलन कर लिया गया हो तो इसमें से समाकुछित परस्पर-त्रिया के वर्गे- 

योग को घटाने से भी हमें यही मान प्राप्त होगा । 

(३) ब्ुटि दर्ग-योग को कुल दर्गे-योग में से अतर-ब्लॉक बर्गेन्योग तथा उपचार 
वर्ग-योग के योग को घटा कर प्राप्त करना । 

पिछले अध्याय के उदाहरण के लिए ये चरण नीचे दिये हुए है 
(देखिए सारणी सझुया 22-7) 

सारणी सख्या 23 4 
2528 के समाकुलित होने पर ब्लॉक-योग 

मनन व् | हू | [क्ष ! ॥/त 

377 5-6 5-+77०--8 ॥6--8 
योग | +6+7०| --5+ग4 | | न72+-75 

५ च्ल्अ26 | ३० ३5 36 
ब्लॉक! वा, यु गा ॥४७५, । 2५, 

त््डि तप 47 [45 
योग ज-4+-8 | क+ठ+ई नौ०-॑-7० । नौ/नीरा 

28 28 22 23 
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सारणी सस्या 232 

252 के समाकुलित होते पर प्रतरण विश्देषण 

5 ; का वर्गन्योग उद्यम | सख्या 
प् 2 . 4 

लोक युग्म २42 75 (05-74 25| 

एड 

(/$ पक्के 

20, 

कुल ब्छोगा 

55269 50 | 

ऊपर की सारणी में ब्लॉकयुस्स वर्ण-योग वही है जो सारणों सह्या 22.2 में 
#लॉक वर्गन्योग था क्योकि सारणी सल्या 23-7 में ब्लाक युग्म वही हैं जो सारणी 
सल्या 227 में ब्लॉक थे | उपचार वर्ग-योग दो अठग-अछग रीतिपों से निकाला 
जा सकता है। एक तो 77506 को समाकुलित न मान कर क्यिे हुए विश्लेषण (देखो 

हु रे [. प्र कः व8 
सारणी 22.2, 22.3) में प्राप्त उपचार वर्ग-योग में से /2&/0/ वर्षे-योग ज्ञत05० 

को घटाकर । 

303.59--0.5055203 00 

दूसरे, जितने ८ ब्लॉक है--पानी [,, 7, ता, और [ए, उनमें केवछ चार 
उपचारो के प्रयोग है । इसलिए इन उपचारो के अतरो के कारण हमें एक उपचार 
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वर्गेन्योग प्राप्त हो सकता है जिसकी स्वातत्य सख्या 3 है। इसी प्रकार £ ब्लॉको म 

से हम अन्य उपचारों के अतरा से प्राप्त वर्ग योग का परिकलन कर सकते है जिसकी 

स्वातज्य सलख्या भी 3 है। इन दोनो के योग से हमें ब्लॉक के अतर का कुल उपचार 

बर्ग-योग प्राप्त होता है जिसकी स्वातत्य सस्या 6 है । सारणी 227 के अनुसार & 

ब्लॉको के 76 प्लॉ-ा की वुल पैदावार 772 तथा ८ ब्लॉको के लिए उपचार बर्यन्योग 

3, | [6:4+2 +24200+(०+०ण- 
न 864--784 
न्न् 80 

# ब्लाको के 76 प्लाठो की कुल पैदाबार--776 तथा £ ब्छाको के लिए उपचार 

बॉ-पोग 3,, 55 [20 < 5)+-(242 0)-+- (245 6)-+-(48» 72) (76) 

कन 964-847 

कत उ23 

इस प्रकार कुल उपचार बग्ग-योग -- 8०--723 

नल 203 

वास्तव में ८ ब्लॉका और 8 ब्लॉको के छिए अलूग-अछग विश्लेषण किया जा 

सकता है। इसके द्वारा दोना उपचार वर्ग योग्रो को जोड कर कुल उपचार वर्ग-योग, 
तथा त्रुटि वर्ग योगो को जोड कर कुछ त्रुटि-वर्गे योग प्राप्व किया जा सकता है। ब्लॉक 
वर्ग-योग के' लिए हमें एक पद और जोडना चाहिए जो ८ ब्लॉको और #£ ब्लॉको के 

बीच के अतर से सवधित है। 

८ इलॉको के लिए विश्लेषण 

(४) ब्लॉक वर्गयोग 3,, 5८ 07-89 +207+0230 __ (एशः 
गढ़ 4 76 

__ 576--225-7704+-929 
हब 

जन 803 5- 784 
चल 795 

(देखिए सारणी सख्या 23 7) -> प्रह4 
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(४) झुछ बगे योग 56 5७ [ उकेडान-कन-4न+7नी70+8+7* 
(वेब्विए सारणी सस्या 227) +- 6+#-+«+-4+7०+प०+ हक, 

(25 
6 

मूल 888--784 
०4 | 

8 ब्लाकों के लिए विष्लेषण 

(0) ब्लॉक चर्गे-योग 3,, ८ 8०:७७ २(९४७+्ये पट 

(देखिए सारणी सख्या 23.5) 

उू+34% __ 847 
$ 

बन 866--847 

बन 25 

(् (| ) कुक्त ब्रगे योग *५ ञ्5 [#-+6*'+ न 47-+-6%।- 8%-)- 5+5े 

(देखिए सारणी सख्या 227) -+-35+7९+-5११- ३4-47 कयरर्न- मे 
_ (6) 

व्व2 

नत २००७-४84६ 

बन्द ३65 

इस सारणी (सारणी अपले दृष्ठ पर देजिए) सख्या 23.3 में ब्लॉक-वर्ग योग 
तथा झुल-वर्ग-योग के किए अतिष स्तम्भ में ८ भौर 8 ब्लाको में विभाजन से उत्पन्न 
प३० $ की जोडने से हमें पर्व कछित सारणी प्राप्त होती है । 

ब्लॉक बर्ये-योग को दो प्रकार से विभानिद किया था सकता है जैसा ऊपर की दो 
शारणियों द्वारा स्पष्ट है। पहछी सारणी में विभाजन यह समझ कर किया जा सवता 
है कि ब्लॉक-युग्म तो ब्लॉक है और उसके दो भाग प्लॉट । इस प्रकार कुल ब्लॉक वर्ग- 
पघोग को अवर ब्लॉक युग्म, त्रुढि तथा उपचार बर्ग-मोय में बॉटा जा सवा है। यह 
उपचार वर्ग-योग 775 38 के कारण है ॥ इस प्रकार के विभाजन से 77,022 के वर्ग 
बोग को भी जाँचा जा सकता है, परतु इसके लिए त्रुटि आतर-ब्लॉक-युस्म वर्ग-योग से 
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प्राप्त होतो है। दूसरी सारणी में विभाजन अतर-& ब्लॉक, अतर-£ ब्लॉक तथा 
१४ और ४ ब्लॉवगे के माष्यो के अतर द्वारा किया गया है। 

ऊपर के कुछ पृष्छो से आपको यह मालूम हुआ होगा कि यद्यपि एक ही प्रमोग द्वारा 
प्रमाकुलित परस्पर क्रिया का प्रावकलन सभव नही है, परतु कई बार किये हुए प्रयोगो 

द्वारा यह सभव है । इस समाकुलित परस्परक्रिया के प्राक्कलन की त्रुटि अन्य प्रावक- 

लनो की त्रुटि से अधिक होती है और इस त्रुटि की स्वातश्य सव्या भी बहुत कम रह 
जाती है। ऊपर हमने इस प्रकार की अभिकल्पता का वर्णन किया है जिसमें केवल 
एक परस्पर क्रिया 77520 प्रत्येक ब्लॉक युरम में समाकुलित है। इसके अतिरिक्त ऐसी 

अभिकल्पना भी की जा सकती है जिसमें समाकुलन सपूर्ण न होकर केवल आशिक हो । 

$ २३.४ आशिक समाकुलन (क##वे ठव्किद/छ) 
इस प्रकार की अभिकल्पता में भिन्न-भिन्न ब्लॉकन्युग्मो में भिन्न-भिन्न परस्पर 

क्रियाओ को ब्लॉक-प्रभावों से समाकुलित किया जाता है। इस प्रकार यदि एक पर- 

र्पर किया एक ब्लॉक मुग्म में ब्लॉक-अभावों से समाकुलित है तो उसका प्रावकलन 

दूसरे ब्छॉक युग्मो द्वारा लगाया जा सकता है। इस प्रकार की अभिकल्पता का एक 
उदाहरण नीचे दिया हुआ है। 

सारणी संख्या 23.4 
आंशिक समाकुछित अभिकल्पता-उपचारो का अनुनम और इ्लॉक-घोग 

ई. का रा १ फ्र्ड जद 

६ ॥ ् 

७) 0) | 8 | 9 | छो | ७6 | 9! | ७ | ७) 
4 08; ७.4 ४४, 5, 2005. 4245 2१6 > दि 76 5 305, (7: 6, 5,| 

[7३9%५8,॥2728५5] 743 |576:&% 7%05॥2 249] 20 5.4 0 5॥ 
| है 

॥442605, प्र परत, 7,084, [772 5,(/.26;5,| 2. 3055; 

2770,5,2/४, 5, न प्र,5,४: ५३, 0, 5,/ 7, 8, ५ 275; 

ब्लाक योग | 26 | 3० | 36 | उ5 | 26 | 3० | 20 | 24 



इ्श६ साहियको के सिद्धान्त ओर उपयोग 

६ २३.७५ सास्यिकीय विश्लेषण 

आशिव समाकुछन की स्थिति में जिस साधारण नियम का पालन किया जाता है 

वह केवल यह है कि आशिक समाकुलित परस्पर-क्रियाओ का प्रावकलन उन ब्लॉक« 

युस्मो से गाया जाता है जिसमें दे समाकुछित नही है। इन प्रावकलतो से वर्ष-योग 

उसी प्रकार परिकलित किया जाता है जैसे अवसमाकुलित अभिकल्पनाओ में | यह 
ध्यान में रखना होता है कि ये अनुमान कमर प्लॉटो पर आधारित है । ब्लॉक वर्गेन्योग 
का परिकलन ब्लॉक योगो के आधार पर साधारण तरीके से ही किया जाता है । 

यदि हमने परस्पर-क्रियाओ के योग का परिकलन--बिना समाकुछन का ध्यान 
रुखे हुए ही सब ब्लॉक-युग्मो के आधार पर कर लिया हो तो इस परिकछित मात में 

से उन ब्लाक-युग्मो का अतर घटा कर इसे ठीक किया जा सकता है जिनमें ये समाकुलित 

हैं ऊपर के उदाहरण में यदि परस्पर-क्रिया 770/ के योग का परिकलन करना है तो 
सह पुराने योग में ब्लॉक प, के योग को जोड़ कर तथा ग, के योग को घटा कर 

किया जा सक्तता है 

इस प्रकार 

[707 5 -२4+36 -३35 हर -3 
(728) जन". ग्अन॑२26-३० ऊन ह 

[875]! +5 . 2०+श-24 न 77 

(2307! ८ 4-26 --३० ++ ० 

प्रसरण विश्लेपण में अब हर एक परस्पर-क्रिया के लिए एक एक स्वातश्य-सख्या 

होगी बयोकि इत सदका प्रत़कछन किया जा सकता है। परस्पर-क्रियाओ के वरगें- 

योग ऊपर दिये हुए योगो के वर्ग को 24 से विभाजित करने से मिलते है क्योंकि इनमें 
से प्रत्येक 24 प्ठाटो की उपजो के योग और वियोग द्वारा परिकलित है। जिस जिस 

इ्लॉक-पुग्म में ये समाकुलित हूँ उनके आठ प्डॉटो का उपयोग इनके परिकलन में मही 

किया गया है। मुख्य प्रभावों का वर्गे-योग वही रहता है जो पहले था। ब्लॉक 

बर्गे-्योग का कछन ब्लॉक योगो से किया जाता है और अत में न्रुटि वर्ग-योग को धठा- 

कर मालूम कर लिया जाता है। 

274 के कारण वर्ग योग बन 0375 

भ्जे 

प& के कारण वर्ग योग ॑ू प्र न 2667 



समाकुलन झ्रे७ 

2 

288 के कारण बर्यन््योग ++ टिटें- _ 32०4७ 
य्व 

ए570 के कारण बर्ग-्योग -5.. 2? ++ 0000 
24 

के नि __ उ>को _ (देखिए सारणी 
पर के कारण वर्ग-्योण ++ नल 7250०. रास्या २२३) 

€ के कारण वर्ग-पोग जू छः मत वव2 500 
३ 

27 के क्रास्ण बर्म-्योग -# (724) _. 60 500 
उ< 

ब्छॉक वर्ग-योग रू 2-((०6)-+4-(3०?+-(० +69"+(००१+(०* 

(27%*+(24)] (228) 

जन 48 000 

सारणी सख्या 23 5 
आशिरक-समाझुलित क्षभिकल्पना का प्रतरण विश्लेषण 

स्तर पर विचरण का उद्गम वग-याग | वग- अनुपात 
स्वातत्य 
स्या का अर्थयूर्ण सास 

-_ए) (०) |_ 8) | ७ | ७) (0) ब्लॉक व. [48 000| 6 857 | 5 575 262 
2 ॥.2 500 [53 500 ५ 4 45 
[2॥ 7__| 650 500 | 60 500 | 49 787 +45 
] व_ 2 50072 5009 464 | 445 

मुख्य प्रभाव |.4३ 5 रन रे 533 [5027 | _/ह 320 | ___ग़्् |. प्र | 537 5375 | ०उठ5 4 45 
[2१ व 3667 [3667 | 2768 | 445 

49 हा 72 042 | 73 042। 9० 770 45 
22484 तर 000० | ०००० | ०००० 



अध्याय रड 

संतुलित असंपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना 
छ्गब्यर्ण्त [ध८07फ्रॉर8€ 80०८ 06580 

$ २४ १ परिमापा 

पिछले बध्याय में हमने कुछ असपूर्ण ब्लॉक अमभिक्ल्पदाओं से परिचय प्राप्त क्या 

था जिनका प्रयोग वहु-एपादानीय प्रयोगा में किया जाता है । इस अब्याय में हम एक 

अन्य प्रकार को अनपूर्ण-ब्छोंक अभिकल्पना का अध्ययन करेंगे जिसको संठुछित असंपुर्ण 

इलॉक आअभिकल्पना कहा जाता है। इस बभिकल्पना के कुछ नियम हैं जो नीचे दिये 

हुए है । 
(7) हर एक ब्लाक में प्टोंटो की सख्या वरावर होती है । इस सल्या को हम 

£ से सूचित करेंगे। 
(2) हर एक उपचार का जितने ब्लॉको में पुन प्रयोग क्रिया जाय उतवी 

सक््या वरावर हाती है | इस पुन प्रयोग वी सख्या को हम 5 से सूचित करेंगे । एक 
ब्लॉक में एक उपचार वा एक ही वार प्रयोग होता है । 

(3) उपचारा में से यदि दो-दो के युग्म बनाये जाये तो हर एक युग्म वे उपचार 
किसी ने कसी ब्लॉक में कवदय साव-साथ आते है । उन ब्लॉको की सख्या जितरमे 

किसी विश्येप युग्म के उपचार साय-साय आने है प्रत्येक युग्म के लिए समान होती है । 

इस सस्या को हम » से सूचित करेंगे ॥ 

कुल्छ उपचारो की सख्या को हम # से और कुछ ब्छॉका वी सख्या को £ से सूचित 
करेंगे ॥ इसके पहले कि हम इस प्रकार की अभिवल्पना का उदाहरण सहित विश्लेषण 

करें, इसको अधिक स्पष्ट करने के लिए एक-दो सरल उदाहरण नीचे दिये जाते हैं ॥ 

& २४.२ उदाहरण 

ऊपर दिये हुए नियमो से, विशेषकर तीसरे नियम से, स्पप्ट है कि एक ब्लॉक में 
कम से कम दो प्लॉट मवस्य होने चाहिए । यदि कुछ उपचार पाँच हो जिन्हें 4,8,८.70 
ओर / से सूचित क्या जाय तो तीसरे नियम के अनुसार प्रत्येक उपचास-युग्म कम- 

से-कम एक ब्छॉंक में बवच्य होना चाहिए । 
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7. यदि एक ब्लॉक में केवछ दो प्लॉट हो तो अभिकल्पना में कमर से बस दस 
प्छाट अवश्य होने चाहिए जिनमें (7) 4? (2) 46 (3) 47 (4) 4झ (9) ?८ 

(6 50 (7) 88 (8) ८४० (9) ८६ तथा (70) 258 ये दस उपचार-युग्म होगे । 

था हो सकता हैकि प्रत्येक समूह को दो या तीन बार दृहराया गया हो। कुछ भी हो, 

पदि कुछ उपचारो की सख्या पाँच है और हर एक ब्छॉक में केवछ दो प्छॉद है तो 
कुछ ब्लॉको की सख्या ($]-२70 अथवा दस का कोई गुणज (7/09८) होगी । 

2» उपर्युक्त स्थिति एक सीमान्त स्थिति है क्योकि दो से कग प्लॉट किसी सतु- 
लित असपूर्ण अभिकल्पना में हो ही नही सकते | दूसरी सीमान्त स्थिति वह होगी 

जब एक ब्लॉक में प्लॉटो की सल्या [: कुल उपचारो की सल्या 9 से केबल एक कम हो । 
४-7 

ऊपर के पाँचो उपधारो में से चार चार एक-एवा ब्लॉक में हो और तीना नियमों 
का पालन हो तो यह इसका एक उद्दाहरण होगा । इस स्थिति में कुछ ब्लॉको की सख्या 
# पाँच या पाँच का कोई गृणज होगी । में चार चार के पाँच समूह तिम्वलिखित हैं 

0)45670)48८ट#6] 477#(0 45797 (मदर 
बयोकि प्रत्येक ब्लॉक में एक उपचार का भ्रयोग नही होता और क्योकि प्रत्येक 

उपचार का पुन प्रयोग रामान सख्या में होता चाहिए, इरालिए यह स्पप्ट है कि इन 
प्राँचो सचयो (८०॥४४४/४6/४2४5) का बराबर सख्या में होना संतुलित असपूर्ण स्छॉक 
अभिकल्पना के लिए आवद्यक है। 

ऊपर की अभिवल्पना में 

#चत4 + 7चच्क । मेल + 2चत5 + शिसत5 
आपको यह घ्रम हो सकता है कि यदि एक ब्छॉक में प्लॉटो की सख्या £ है और 

कुल उपचारों की सख्या » है तो ब्लॉको की सल्या 0-- () होना चाहिए। ऊपर 

के दोनो उदाहरणो में ऐसा हुआ था, परतु वे दोवों सीमात स्थितियाँ थी । (.) 

ब्छोंको का होना उसी अवस्था में जावश्यक है जब € परिमाण का भत्येक सचय किसी 
ने किसी ब्छॉक में अवश्य हो । किन्तु अरापूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना में अनेक सचय 

किसी भी ब्लॉक में नही होते । 
3 मान छीजिए, कुछ उपचारो की सख्या सात है और एक एक ब्लॉक में तीन 

तीन प्लॉट है । नौचे एक अभिकल्पना दी जाती है । यह देखना है कि यह एक सतुलिति 
असपूर्ण अभिकल्पना है था नहीं । 



इ४० सांख्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

#4झऊ79,46%,076,46#,986#, 9# 6, 7ऊफऊ 
(3) वयोक़ि प्रत्येक ब्लॉक में प्लॉटो की सख्या तीच है इसलिए पहिले नियम का 

पालन हो रहा है। 

(2) हर एक उपचार का पुन प्रयोग तीन तीन वार हो रहा हैं इसलिए दूसरे 

नियम का पालन हो रहा है। 

(3) दो दो के जो इक्कीस समूह इन सात उपचारो से बनाये जा सकते है वे सब 

क्सि न किसी ब्लॉक में अवश्य पाये जाते हैँ और एक उपचार-युग्म एक से अधिक 

ब्लॉको में भी नही पाया जाता । आप यह देख सकते है कि किन््ही भी दो ब्लॉको में दो 
उपचार एक-से नही हैँ ) इस प्रकार तीसरे नियम का भी पालन हो रहा है । इसलिए 

परिभाषा के अनुसार यह अभिकल्पना एक सदुछित असपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना है । 
(ः 

इस अभिकतल्पता में ब्लॉको की सस्या केवल 7 है, न कि ( )5-35॥ 

$ २४.३ संतुलित असपूर्णे ब्लाक अभिकल्पना के प्राचलो के कुछ संबंध 

किसी भी सतुलित असपूर्ण-अभिकत्पना को 8, £, # # और » द्वारा 
सूचित किया जा सकता है जो इसके प्राचल हैं। आप इन सकेतो से पहले से ही 
परिचित है। 

क्योकि कुल ब्ॉकों को सल्या 2 है ओर प्रत्येक ब्लॉक में £ प्लॉट है इसलिए 

कुल प्छॉंटों की सल््या 8 है । 

क्योंकि कुछ उपचारो की सख्या ४ है और हर एक उपचार का # प्लॉटो में पुन- 

प्रयोग किया गया है इस कारण कुल प्छॉटो की सख्या को १+ द्वारा भी सूचित किया 

जा सकता है। 

“-. # 5 शा (6) 

इसके अतिरिक्त जिन ब्लॉको में कोई एक विशेष उपचार (यथा 44) मौजूद हो 
उनकी सख्या है # , और इस प्रकार के प्रत्येक ब्छॉक में £--7 ऐसे प्लॉट है जिनमें यह 

विशेष उपचार मौजूद नही है । अत इन ब्लॉको में जिन प्लॉटो में 44 मौजूद न हो उनकी 
सस्या होगी # (£--7) --परतु यही वे ब्लॉक है जिनमें इस उपचार विद्येप 4 के साथ 

अन्य उपचारो के युग्म पाये जा सकते है ३ क्योकि कुछ (४--9) अन्य उपचार है 

और उनमें से अत्येक के साथ 4 के » उपचार युभ्म वनते हैं, इसलिए इन्ही 
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ब्लॉकों के उन प्लॉटो की सख्या जिनमें यह विश्येप उपचार नहीं है » (४--)२) 
भी होगी । 

अतः ३ै(४--) जहर 7 (६-३9) 

_ ॥#(६--॥) अथवा 9 लक, 9 0) 

इसलिए सलुलित अप्तपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना के लिए दिल पूर्ण सख्या 

(॥्रशुपर्वां ४ क्रशश) होनी चाहिए। यदि हम देखें कि कोई अभिकत्पया उपर्युनतत 
दोनो शर्तों 4 और 8 को पूरा करती है तो हम समझ सकते है कि वह सतुछित असपूर्ण 
ब्लॉक अभिकल्पना है। 

$ २४.४ यावुच्छिकीकरण 

किसी प्रयोग के छिए उपचारों के सचयो को यादृच्छिकीकरण दरार विभिन्न 

ब्लॉको में वितरित करना और एक संचय के उपचारों को ब्छोंक के विभिन्न प्लॉटो में 
यावृष्छिकीकरण द्वारा वितरित करना आवश्यक है। 

$ २४-५ खेती से संबंधित एक संतुलित-असपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना 

आइए, अब हम देखें कि एक सतुलित असपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना का विइलेपण 
किस प्रकार क्रिया जाता है । दूसरी अभिकल्पनाओ की भाँति इसको भी उदाहरण 

द्वारा समझाया जायगा । 

$ २४.५.१ विश्लेषण के लिए प्रतिरूप, प्रतिझ्ष के प्राचलों का प्रावकलन 

यह देखने फे लिए कि उतकी पंदावारो भें कुछ विज्येप अतर है अथवा नही, पाँच 
प्रकार के गेहूँ के वीजो पर प्रयोग किया जा रहा है | यहद्दि ब्लॉक ; में किस्म | के गेहें की 
पैदावार को %, से सूचित किया जाय तो भअतिरूप के अनुसार 

झ (%/) करन #न 5 ++ (4) 

धे 
और. | #च-० *+*(24-2) 

क्चिः 



ड्४र साह्ियकौ के सिद्धान्त और उपयोग 

यहाँ 8, द्वारा: वें ब्छॉक के प्रभाव और £,| हारा / वी विस्म के प्रभाव को 
सूचित क्या जा रहा है । / वी किस्म के प्रभाव ६, से हमारा तात्पये / वी किस्म के 

गेहूं की पैदावार तथा सब क्स्मों की औसत पैदावार के अतर के त्रत्याशित मान से 
है । इसी कारण हमें समीकरण (24 2) प्राप्त होता है।॥ मान लीजिए अभिकल्पना 

में पाँच ब्लॉक हैँ जिनमें निम्नलिखित उपचार समूह हूँ 

(]4580% (2) 4368 (3) 48725(4) 40792 (98५ 02 
यदि -वें ब्लॉक' की कुल पैदावार को हे, से सूचित किया जाय तो 

स(8,)5-4॥+/४+-7७+4० 7५% 
+(8,)--492+4%47 8 /67 # 
म(83)55403+-6 + /3 न49777& (०) 
सा 404-/॥+7#0०+9+7/ 

288, 5--40-+-4+/८+>&+& ._ // 

यहाँ 45४ प्रत्येक ब्लॉक के प्लॉटो की सख्या है | 

इसके अतिरिक्त यदि 7, द्वारा उन प्छॉटो की पैदावार के योग फो सूचित 
किया जाय जिसमे /-बी किस्म बोयी गयी है तो 

का 72) 474+ 24:/५+- 3 
(7 ५)35448+/:+ 824 05-+- है 
झ(7005-4/०+8+2५+-/4+ /; (0) 
झ(70)5-4%+-6 +3-+-/&+ ९ 
स(75)547+8-+%+#2४+ 2; 

यहां 4८5 5 प्रत्येक किस्म के पुन प्रयोग की सख्या है | 

/ ह [7-47 विपम+कमम ध 

श् 

4 जप 03+ 0) नी टथप 3 हि 
कस 4 8+ शिन ऐप ट3+/4-: न 

75 
कपच +- /£. जज 4, 

के व +५ डे 

परतु क्योकि 9) // 5-८ ० इसलिए 
बच 



संहुलित असंपूर्ण ब्लॉक अभिकल्पना झड३ 

__9++3,+8:+म8/ _ 75 
ड़ [ हैक फेम '] प्ले प् 

इसलिए यदि 7५ शज ं को (२५ से सूचित किया जाय तो 

६; का प्राक्कलक ३, 55 नस 0. है! 

इस उदाहरण की अभिकल्पना में 

0-4, 6८$ श८०३5, 4, सैम्तठ 

> |.-...६ ७, “॥त्ड 

इसी प्रकार ;, +« न ७, /554,%6,0......(7) 
! 

जहाँ 0, 55 7,--(उन ब्लॉको की औसत पैदावार जिनमें |-वी किस्म 
बोयी गयी है) । 

यह अधिक रधारण सूत्र है और इस प्रकार की किसी भी अभिकल्पना मे इसका 

उपयोग हो सकता है। 

(२, को समजित उपचार योग (29]0७:४० ६४०४५७०३८४६ ९०६४) कहा जाता 
है वयोकि इसमें ब्लॉको का प्रभाव हटा दिया जाता है। 

६ २४५२ परिकल्पना परीक्षण 

ड्स | के प्रसरण को हम हि ०»ः से सूचित करेगे । क्योकि ;| और |, 
७9 

स्वतत्र है इसलिए 

मु या ट््(् -५) चला ढ«*«« (24.3) 

हम £- परीक्षण द्वारा !, और £,, के अंतर से सबधित परिकत्पनाओ को जाँच 
कर सकते है । परतु इसके लिए ०० के अनुमान का ज्ञात होना आवश्यक है। इसके 

हिए प्रसरण विश्लेषण सारणी की सहायता लेनी पडती है। 



सेडड सांध्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

सारणी संस्या 24. 

संतुलित असंबूर्णे ब्लॉक अभिरलपना के लिए प्रसरण विश्लेषण सारणी 

स---....त88ह808........0..्ताातताततञ्+ै | 

विचरण का उद्गम हित संख्या वर्गे-योग 

(7) | (ञे ७) 
ऊपचारा का 3 8 पर 
पक्का वरके $-5 फूट है ते 

ब्लॉक #न््क 

। न्् शा! 

छल्थको वा प्रभाद । >>, ५९ 
हटाकर श्ना ० ड़ 
उपचार | नन्छ,> ५ रस 

अजीत न । नीरज दम पल मओ। 64० कल किक 2 
त्रुढि (8#४--7) -[(४-- 7)-(४- से] के के 

4 हतह8--0--९-- 7 

को रे क -५ 
डर न + रा] 

3 न जल स2 अल इज कक महक किक मिआअ कसम प मम 

त्रुटि वर्ग-योग को कुल वर्गे-योग में से अन्य दो वर्ग-योगो को घटाकर निकाछा जाता 

कर शो न लि है स्वाचस्य 
है। इस सारणी में (८ -+ हि हट 27, तुदि वर्ये-योग में उसकी स्वातत्य 

सतया /६--#--०+#7 का जाय देने से हमें ० का अनुमान होता है। इसी 

अनुमान का परिकल्पनाजो की जाँच में प्रयोग हीता है । 

६ २४.५-३ आंकड़े 

उ्गइए, जद फ़िर अपना ध्यान उदाहरण पर रूगाया जाय 



संठुछित असंपूर्ण ब्लॉक अभिकत्पना डेडए 

सारणी संख्या 24 2 

भ्रयोग का फल 

[४6 9 (८ [22 
ब्लॉक 7 | १ वर 6फ%,-537 + 

4 8 (० ख 

$ २४.५-४ विश्लेषण 

(५ 

५95 

(७० 

(५ 

_ 2न॑-29+-30+%27 3न+जन 746 तर 

तन --925 

नस 30--9+32-+-7-- पा 

ह#त+ ज३ १६ 
जल 4 दम 55 अपक पक 

बन 40.50 

वह 60750 २ धर क४ं 

स्तेआ लक कह कफ तक 
8 222 



३४६ साह्यिकी के सिद्धान्त ओर उपयोग 

5 ड़ 

हज | »॥ ८ 7582 5 
4 [..॥ 

5 79ः उ॑+ 5640 है  झछ2 >« 3470 
गत मच 

हे 
(रात ब्+ 268 सन उन इनके 8 3. 80 0 ] 69 जज 344 

हच्त /सत 

डर ड़ न १ 

9. (४ -++ 477 9475 हट (,५ ++ हुढ दर ( 5 77 45 
हक] 

सारणी संख्या 243 

भअ्रसरण विश्लेषण सारणी 

क्क्तन्य नि ह्तर पर 
विचरण का उद्यम | सस्या ् अरव-यूरण मान 

पहआ 0 नकक ५ छः >->-- उपचारो की उपेक्षा कप 
करके ब्लॉक 2 

+. लक प्रभाव 
हुटाकर उपचार | | 77745 

त्रुटि ६ 60 55 

अल 79 237 २० 



अध्याय २५ 

सहकारी चर (0००८०००शाश्ता ५»790०॥४) का उपयोग और 

सह-प्रसरण विश्लेषण (4ै04ए॥9$ ्छि (०एब८४708) 

8 २५.१ प्रयोग को अधिक दक्ष बनाने का प्रयत्न 

आप यादृच्छिकी कृत ब्लॉक अमिकल्पना, लैटित-वर्ग अभिकल्पना आदि के अध्ययन 

में यह समझ ही चुके हु कि ब्लॉक बनाने का उद्देश्य चुटि को कम करना है। इन अभि- 
कंत्पनाओं का विश्लेषण इस अमिधारणा को लेकर किया जाता है कि यदि प्रेक्षित मान 
में से ब्छोंक आदि के प्रभावों को हटा दिया जाय तो शेष भाग एक यादृच्छिक चर होता 
है शिमका माध्य शून्य और बटन प्रसामान्य माता जा सवता है। इस बटन के प्रसरण 
को हू चुटि-वर्गे माष्य कहा जाता है। यदि हम कुछ प्रभावो को नही हटा पाते तो 
उनका वर्ग-योग भी ब्रुदि बर्गे-योग में मिलकर उसे बढा देता है। इस प्रकार उपचारो 
के प्रभावों के प्राफक़लन अदत्त (7्र्टिथय0 हो जाते है। 

त्रुटि को कम करने का एक और उपाय है। मान लीजिए, आप किसी विशेष 
जक्षण ( ८॥४2८८7५४८ ) » में दिलचस्पी रखते हैँ ) परतु प्रयोग में » के 
अतिरिक्त एक भ्षन््प लक्षण :£ पर भी प्रेक्षण किये जाते है । यदि & का ) के साथ 
लगभग एक-धात सबंध ( छा८ उलें॥0०) ) हो तो $ के प्रेक्षण में से & के 
प्रभाव को हटाया जा सकता है और इस प्रकार 9 के ऊपर उपचार के प्रभाव 
को अधिक दक्षता के साथ प्रावकलित क्या जा राकता है । यह सभव है कि यह लक्षण 
# इस प्रकार का हो कि उसके आधार पर ब्लॉक बनाना बहुत कठिन हो । इसछिए 

उसके प्रभाव को ब्लॉक निर्माण द्वारा नही बल्कि किसी और ही तरकीब से हटाया 

जाता है। 

$ २५२ समाश्रयण प्रतिरूप 

पहले & और $ के बीच एक समाश्यण रेखा (7587०55700 !7४९) का अनुमात 

छगाया जा सकता है । हम इस अमिवारणा को क्ेकर चलते है कि इस रेखा से 4 

के विचलछनो का बटन अ्ग्ामरान्य है । इस प्रसामान्य वटन के प्रसरण को ही हेम 

बुदि-बर्ग माध्य कहेंगे। 



श्ड्ट सास्मिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

यदि -वें ब्लॉक सें |--वें उपचार पानेंदाले प्लॉट के लिए 9 छक्षण का मान 
३४ तथा & रुक्षण का सान ७, ही तो इस प्रतिरूप के अतुसार 

205 #+#+8/+ 8 (७/--२)+ €६॥) 
#च्चच,> ६ 

अन्य 9 (259) 

जहाँ ॥४४#5४ के प्रत्याशित मानो का माध्य 
पिछले विश्लेषणो को भाँति हम यह अधिधारणा लेकर चल सकते है कि 

9:/॥ 5०० (252) नि 
तथा 

है. 

58-5० (253) बच्ज्ा 

$ २५३ उपचारो के प्रभाव समान होने की परिकल्पना के अंतर्गत 
समाश्र यण प्रतिरूप के प्राचली का प्रावकलून 

यदि हमें इस निराकरणीय परिकल्पना की जांच करनी है कि सब उपचारी के 
प्रभाव समान हैं तो इसके अनुसार 

5० 3 /नता,2, छः 

इस परिकल्पता के अतगत समीकरण (257) बदल कर निम्नेलिखित हो 
जायगा 

५5 #नैह+ शि७/--३)+ ६५ (25% 
हम चवीचे निम्नलिखित सकेतोी का उपयोग करेंगे 

न + > +3:% 

श्प्रिश्ठत5 एस >छ, , उक्त नि 
है पु कच्रू$ चच3 ६4 

5 4. रा 



सहुकारी चर का उपयोग और सहू-प्रत्तण विश्लेषण इड९ 

हमें ७, 8; और 8 का प्रावकलून करना है जहाँ 53, 2, +2। यदि इनके 

प्रावकलकों को क्रमश (५, ४, तथा 5 से सूचित किया जाय तो इनके लिए हमें निम्न 

लिखित समीकरण प्राप्त होते हैँ । 

() # ॥ कह है... 5  राब #-प्रेक्षणो का योग 

अपबा [८८ (25 5) 
| ४ हक 

(0) ९ (ए+ 0+ई [>: ऊँ -छ, 

मन्न् “ये ब्लॉक के )-प्रेक्षणा का योग 
अथवा 

2 
हल, 2, 8 (56) 

(3) ) |, [<; न्] नह [, ् ८०/- | 

लत 2, 0४“) 
७५ 

हर ्ञ त््ः 

हि ॥ 
है! ब 

५-०) (७-खे -5 2 (८-5+5)(%-+% 
2 (७&-- -- | (5, ४) 
१4 छ कब 

४० | पु 
प्र 2! 

+ डर हर 0 ऋश्न सर 
च्च्यखर ज- -, छः उ 
[220 था ह% [, ग्र 

रण आठ 
4 >> ४५८ जय, 
| पत्ता. कण. हक 9 

$ २५४ बिना परिकल्पता के समाक्षयण प्रतिरूप के प्राचलो का प्रावकछत 
ये प्राककलक तो हमें निराकरणीय परिकल्पना के अत्गृत् प्राप्त हुए। यदि 

इस परिकल्पता के बिता समीकरण (257) के भाघार पर हम &, 9 # और 3 

श्ड 

4 (०57) 



३५० साह्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

का प्राकक्लन करें और इनको क्रमश ४४, हैं; तथा हे से सूचित करें तो इनके 
हिए हमें निम्नलिखित समीकरण प्राप्त होते हैँ ॥ 

(क) श्श्ड 

अथवा (० नल: (०58) 

(स) हए(#+$) + हैं (> -5) त्त्जा 

अथवा. है +- 55 -3)5(४-$) (#» 

(गण) 86+७)+ हे (४ 5) 5 ?५ 
अथबा /+[ 8 (ः है )>5(४+ ४) (2572०) 

6) 28 (४-%)+/०+ 5) 57 ७८ 

| 5 5 (४-3) ७७/-) 
क्व्ई व 

बषवा ह 8 3:(६/-- 0+ हूँ) -5 (% -9] 
ग्पर 

" हु ईं.४-3)७-०-ई७/-)(/-%) 
£0-50 0-7) 

जबवा 52७ &)7 55 $-5]- डरा |] 
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अऋ१ (+ श्ज 
ड टी ५ पक, | ड 323775 #5 

नकल र्र् डे ए-+ह+ )] (25 पा) 

इन परिकल्तनों के छिए हम एक प्रसरण-सहप्रसरण सारणी को सहायता ले सकते 

हैँ जोपृष्ठ ३५२ पर दी हुई है। जिस प्रकार चर का £ प्सरण ि 2(४-+ होता है 
दा 

उसी प्रकार ्् डर (&/7») (993 ) को & और $ का सह प्रसरण कहते है। 

यदि >& और ९ बादुच्छिक चर हो तो > और ४ का सहप्रसरण न् # (75... 
#॥9)(४-#५) 

जहाँ ॥५ और »#& क्रमश >£ और 2 के प्रत्याशित मान है) 

पह आसानी से देखा जा सकता है कि 

$ - धार _.. 2४, 
कण 0: . रब्लीटीआ 

और हैं 5 ईश्ाटिवा2% _- 2० 

$ २५५ उपचार वरं-योग 

यदि हम प्रत्तिदर्श प्रेक्षणों में समीकरण (257) के प्रतिर्ष का आसजन 
(8॥7ण६) करें दो ब्ुडि-ब्गे योग निम्वछिखित होगा 

हु न 422 [/४-#-#-५-६ (३७० क्र) 
हे 277, 

है 6 (४-५ )7+(४-5 



सांश्यिक्षी के सिद्धाग्त और उपयोग बे५२ 
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(की /(७-$-४ नये 
| 

(देखिए समोौकरण (क), (ख), (ग) और (घ)) 

कर १8 5 3 किन?! 57 0--के0० 
पाप: का ) 

(०-४ )व (६-0 
बस, “शक रत कर 2; &8,,-- .7+5#8,,- 75, (25-72) 

्छि प्रकार समीकरण (25.4) के प्रतिर्ष के आसजन करने पर त्रुटि निम्नलिखित 
गयी 

$ : (8,.+ ४, निज आछ. . ..  -+ ह 
£ नै #,+7% लडकी) (25.73) 

नू| क,,+2,,- 7 8,,+7,.) 
इस दोनो त्रुटियो का अतर हमें उपचार वर्म-योग देता है ।** वयोकि उपचारो 

के प्रभाव यदि वास्तव में समान होते तो 7६ और 7९६ के प्रत्याशित मान समान ह्टी 

होते । इनका अतर फेवछ उपचारोके बर्ग-योग के 2२९ में झ्ञामिल हो जाने के बारण 

है। इस तरह 
उपचार वर्ग-यो॥ -- 7१-९5 

जस,+7,-$ (६,/ 7/20- एन िय 

चत7,,८705,.+ 7,.)+ 828/ 

उपचार वर्गे-थीग प्राप्त करने की यद विधि साधारण (टणाटाओं) है। 

पिछले प्रयोगो के विह्छेषण में भी उपचार वर्गेन्योग को इस विधि से प्राप्त किया 

जा सकता था परतु वहाँ दी हुई बिधि अधिक सरछ होने के कारण इस साधारण विधि 

का वर्णन पिछल्ले अध्यायों में नहीं किया गया था। 

है. 



् 

झ्प्ड सात्यिक्ती के सिद्धान्त और उपयोग 

२५ ६ परिकल्पनाओ के परीक्षण 

इसलिए यदि हम इस निराक्रणीय परिकल्पना की परीक्षा करना चाहते है कि 
सब उपचारो के प्रभाव समान हैँ तो हमें उपचारन्दर्मे माध्य और त्रुटि-वर्ग माध्य 
के अनुपात का कलन करना चाहिए। यदि यह अनुपात 2%.,,७५४७ बटन के एक 

पूर्व निश्चित प्रतिशत विंदु से अधिक हो तो हम निराकरणीय परिवल्पना को 

अस्वीकार कर देंग्रे। 
यदि परिकल्पना अस्वीज्गत होती है तो हमारी चेष्टा यह जानने की होती है कि 

कौन-कौन से उपचारो के प्रभावों के अतर अवथ॑-पूर्ण हैँ । उपचार प्रभाव ६; और ६ के 

अतर का प्रावकलन निम्नलिखित है। 

5-६, 55 न (४/-५)- श्ि,-5,)] ">> 25-35) 

इस प्राककछक का प्रसरण निम्नलिखित है। 

2 गा (५ न्अथः नहा क्यू किक “कम >>«(25-0) 

इस प्रकार प्रत्येक उपचार युग्म के अतर के प्राककछत का प्रसरण भिन्न होता है। 
आइए, अब जो भी कुछ गणित हमने सहप्रसरण के विश्लेषण के सबंध में सीखा 

है उसका उपयोग एक उदाहरण में करके उससे अधिक परिचित हो जायें । 

$ २५.७ उदाहरण 

तीन प्रकार की खादें है ॥ इनका प्रभाव गेहूँ की उपज पर क्या है यह जानने के 

लिए एक यादृच्छिकीकृत ब्लॉक अभिकल्पना का उपयोग किया गया । इस भ्योग 

में कुछ पाँच ब्लॉक थे । प्रत्येक ब्लॉक में तीन बरावर वराबर क्षेत्रफल के प्लॉट थे । 

इन तीन प्लॉटो में तीन प्रकार की खादो का प्रयोग किया गया । किस प्लॉट में कौन 
सी खाद का उपयोग किया जाय यह यादृच्छिकीकरण द्वारा निश्चय किया गया। 

इन विभिन्न खाद पाने वाले प्छॉटो में उपज की तुछना करके यह पता चलछ सकता है कि 
इन खादों के प्रभाव में कोई विशेष अतर है या नही । 

परतु इस प्रयोग में ब्लॉक-प्रभाव, खाद-अभाव और प्छाट-अभाव के अतिखित 
विचरण का एक और उद्गम है और वह है पौधो की सख्या ॥ यद्यपि तीनो प्लॉटो 

में सेत्रफत बराबर है परतु गेहूँ बोने कर तरीका ऐसा हो सकता है कि इन प्छोॉंटो में 
पौधो की सख्या भिन्न-भिन्न हो ! यह स्पष्ट है कि इस सख्या के अधिक या कम होने का 
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प्रभाव कुछ उपज को बढाने अथवा घटाने में सहायता पहुँचायगा । फ़िर भी यह जाव- 

इयक वही है कि उपय पौधों की सख्या के जनुपात में ही हो । यद्यपि इस उद्गम से 

उत्पल विचरण को भी त्रुटि का एक भाग गानकर प्रयोग का विश्छेषण किया जा सकता 

है तथापि इस प्रकार के विइलेपण में प्राककछनों का प्रसरण अधिक होगा तथा मिरा- 

करणीय परिकल्पना का परीक्षण सामब्यवान (ए०एटार्प्ं) नही होगा। यदि 
इरा उद्गम से उत्पन्न बिचिरण को हम सह प्रसरण विश्केषण द्वारा हटा सर्के तो परी- 

क्षण की सामर्थ्य (9०४९) बढ जायगी | 
इसके लिए ब्डॉक ; के जिस प्लॉट में /-व्री खाद का प्रयोग हुआ है उसको 

(४) से सूचित करेंगे । (॥/) प्लॉट की उपज को हम प,, तथा उसमें पौधों वी 
सल्या को हम ४ से सूचित करेंगे। 

निराकरणीय परिवल्पना 77, --खादो के प्रभाव समान हैँ ॥ 

बैकल्पिक परिकल्पना उतर, --खादों के प्रभाव समान नही है । 

$ २५७ १ प्रेक्षण 

प्रयोग के फछ नीचे की सारणी में दिये हुए है । 

सारणी सख्या 252 

. अप न 

ब्लॉक हे 34:09. #% ६ प् | 2:3॥ -$ [कच्ड 

4 5 92 ग्य् | 233 |7० | 300 | 743 | 373 

2 6 8 9 2 38 छा | व68 | ॥4 | 33 

डर धि है हे 6 | 6 79 702 । 83 | 72 । 256 

बल तह! | 6 ] 9 फिहक १९५ १ 

॥ वर | फ््व 

462 | 495 



शे५६ सारियकी के सिद्धान्त और उपयोग 

६ २५.७२ विद्लेंपण 

2! जन 756 673 60 
| उठ 
2 26 

नन््म उत 54560 

0 4 

चल 557 2: 
5<3३3 ६८ 

4 5 है] 

[< ३ छा कौ 762,545 00 
नि 

ड़ ह.। 

< <>|%॥ कत 720०7०० 
॥. | /ज|. 

| 
| 38 38.० डे <9, तू 99700 
[ण म्ि 

हा 5. 

[रे 307. कै 757879 67 
म् 

5 

| हि ख््े है, 5 77 636 33 

| 5 

[* अर बन 35767 
सा 

से अर -+ 758 कट ३. ह८ 758,049 00 
बच 

हि 
रड न डे, ए | 5 गा,7ण्व 80 

डे 
ख एच. ++ 86900 

कच् रा] 
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सारणी संख्या 253 

प्रसरण और सह-प्रतरण विड्देषण सारणी 

विचरण का | स्वातत्र्य 
उद्गम । सब्या 2 | हर कक 

() | (० 8) | 9) (5) 
ब्लॉक | 4 । 2,556 4० | 2,.597.73.. (8,,57207-07 

उपचार | द | प,,चता 7.73 | 72,,55756 20 [7,,57376.40० 

श्रुढि | 8 | क,,०5१5.60 | <5,,77224-47. 7%.5-३289 93 

कुल । ३4 | $,,3739.73 | 5,,07469-40. |5-ज3३873-4० 

यदि सहकारी चर के प्रभाव की उपेक्षा कर दी जाती तो उपचारो की तुलना 

के लिए हमारा निकप हर रू # होता जिसका बटन परिकल्पना के सत्य 
४ 

होने पर 7७, होता। इस प्रयोग में छ& का मान 4-55 है जो 7%, के पाँच प्रतिदात 
बिंदु 4.46 से अधिक है । (देखिए सारणी सख्या 74.7) इसलिए हम निराकरणीय 
परिकल्पना को अस्वीकार कर देते । परतु यह बहुत सभव है कि इस अस्वीक्ृति 

का कारण खाद के प्रभावों में अतर नही बल्कि पौधो की सख्या में अतर हो । यह भी 

सभव है कि खाद के प्रभावों का अतर 3 प्रतिशत बिंदु पर भी अर्थपूर्ण हो। आइए 
अब हम पौधों की सल्या के प्रभाव को सहप्रसरण विश्तेषण द्वारा हटाकर देखे कि 

हमारे ऊपर के निष्कर्ष में कुछ अतर पडता है या नहीं । 
कर 85 ८>_224-47 

हि द,.,. 3389-93 

5 0.06823 

हैं 8,, ८ 0.०6823 2९ 224.47 
हल १5-.32 

हा, ++ न 7, ++ 35-35 
झ.,, +5 8,.+7:, २ ३8०67 
क#,, 55 2, 4-7, २5 4,666.33 



शेण८ सारियिको के सिद्धान्त और उपयरेभ 

5, 
+| ४ ८-0 0858 हि न्य्ा र्ड 

तथा $ि >##',, ++ ० 0858 26380 67 

च्नन् उ7 06 

ब्रुटि वर्ग योग 55 -+ 8 #&,, ++ 75 60--75 32 
च्या 0 38 

क्योकि /£, , की स्वादश्य सख्या 8 तथा है #,, वी स्वातन्य सस्या 7 है इसलिए 

ऊ,,- 8 #,., की स्वातत््य सस्या 7 हैं। 

(उपचार+लत्रुटि) वर्ग-्योग नर 5-7 ? 52, 5८ 33 33-737 06 
ण्क्ड के केक 

» उपचार वर्ग-योग रू 2 27-70 28 55 7 99 

क्योकि 72, की स्वातत्र्य सख्या 70 है तथा 8 5',, की स्वातत््य सख्या ॥ है 

इसलि ए 72',,-- 8 5',, की स्वातश््य सख्या 9 है । 

सारणी संख्या 25 4 
पौधो की संख्या के प्रभाव को हटाने के बाद उपचार-अ्रभाव की जाँच 

न कल 2 बर्ग-्योग वर्ग-साध्य अनुपात क 

- ०0 [_ (3) (4) 
उपचार - 799 700 25 00 

त्रुटि 2 |5,-ह85%5., . ००६8 ००4 

8 है ऊनत्स अ7 | 

निकप # का यह मान एक प्रतिशत स्तर पर भी अर्थपूर्ण है । जब कि सहकारी 

चर की उपेक्षा करने पर प्रेक्षण फल £ प्रतिशत स्तर पर अर्थहीन है। इससे यह 
मालूम होता है कि सहकारी चर का प्रभाव हटा देने से हमारा परीक्षण अधिक शक्ति- 

शाली हो सकता है। 

प्रयोग-अभिकल्पनाएँ अन्य भी अनेक श्रकार की होती हैं परतु उतका विवरण 
देने का न वो इस पुस्तक में स्थान है और ने यह जावश्यक ही है। अत प्रयोग- 

अभिकल्पना के विवरण को हम यही समाप्त करते हैं । 



भाग ६ 
प्रतिदर्श सर्वेक्षण 
$शव096 5परए८ए 



अध्याय २६ 

प्रतिदर्श-सर्वेक्षण के साधारण सिद्धांत 

छद्यास्थ्व एचं।लंए]९5 06 547 क्राएटए 

सरल यादृच्छिक प्रतिचयन 

आगरा एक्रावेण्पा 54% 

$ ३६.१ योजना के लिए सर्वेक्षण की आवश्यकता 

किसी भी योजना को बनाने के पूर्व कुछ ऑकडों की आवश्यकता होती है । मान 

लीजिए कि उत्तर प्रदेश सरकार का उद्देश्य १४ वर्ष से छोटे सव बालक-बालिकाओं 
को नि शुल्क शिक्षा देना है । इसके लिए यह निद्चत करना होगा कि किस-किस स्थान 
पर कितने स्कूल खोले जागें और उतगें कितने अध्यापक रखे जायें । इसके पर्व कि 
सरकार इस प्रफार का कोई निश्चय करे उसे कदाचित् निम्नलिस्लित बातों का ध्यान 

रखना होगा। 
(१) १४ वर्ष से कम के बालुक-बालिकाओ की सख्या क्तिनी है और वह किस 

शलि से बढ रही है। यदि सरकार की इस बारे में कोई भी मीति है कि एक स्कूल में 
अधिक से अधिक कितने विद्याधियों को पढना चाहिए और विद्याथियो और शिक्षकी 

की सख्या में बया जनुपात रहना चाहिए तो सरकार को साधारण रूप गे यह ज्ञात हो 
जायगा कि इस योजना के लिए कितने स्कूल और कितने शिक्षको की जआापश्यकता हैं | 

(२) वर्तमान स्थिति में उत्तर अदेश में कितने स्कूल हैं---उनमें कितने विद्यार्थी 
और शिक्षक है । यदि सरकार का शिक्षक-विद्यार्थी अनुपात अपवा एव हकूछ में 

विद्याधियों की सस्या के बारे में कोई निश्चित मत नही है तो इस मत के स्थिर करने 
में यह यूघना उपयोगी सिद्ध हो सकती हैं । इसके अतिरिक्त इससे यह पता चढेगा कि 
वर्तमान स्कूछो के अतिरिक्त कितने नये हछूछो वी स्थापना करना आवश्यक है १ 

(३) सरकार को विभिन्न स्थायो पर जन-सख्या का वितरण और एक स्थान से 

दूसरे स्थान तक जाने के लिए सड़कों इत्यादि का ज्ञान भ्रह निरवय करने के छिए 

आबध्यक है कि सकूछ कहाँ खोले जायें 
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(४) सरकार को उन पढ़े-लिखें लोगो की सख्या का भी ज्ञान होना चाहिए जो 

इन स्कूठो में शिक्षक का पद ग्रहण करने योग्य है और शिक्षक बनने के लिए राजी हैं। 

हो सकता है कि इसके अलावा और भी अनेक प्रकार की सूचनाओं की आवश्यकता 

योजना बनाने वादों को हो । यह केवछ एक उदाहरण था परतु आप स्वयं विभिन्न 
योजनाओं को; घ्यान में एवकर यह पता रूगा सकते है कि हरएक के लिए आकडो 

की आवश्यकता होती है। यह आँकड़े प्राय ऐसी समष्टियो से सबध रखते है जिनमें 

कुल इकाइयों की सख्या परिभित (905८) होती है। इन ऑँकडो को प्राप्त 
करने के लिए बहुघा सर्वक्षण करना घडठा है । यद्यपि सम्दि परिभित होती है परतु 
प्राय इकाइयो की सख्या इतनी अधिक होती है कि सर्वेक्षण को समष्टि के एक प्रतिदर्ण 
तक ही सौभित रखना पडता है। इस प्रकार के सर्वेक्षण को प्रतिदर्श सर्वेक्षण 
(5भ79(6 5प्राए०ए) की सज्ञा दी जाती है। 

$ २६.२ सर्वेक्षण में चुटियाँ 

इस तरह के सर्वेक्षण में दो तरह की त्रुटियों होती है । 
(४) प्रतिचयन ब्रृदि (397छञणछ ८८०८) --समष्दि से चुने हुए विभिन्न 

प्रतिदर्शों द्वारा हमें विभिन्न प्राककलक प्राप्त होते हैं जो केवछ इसी कारण समप्टि 
प्राचल से भिन्न होते हू क्रि प्रतिदर्श में समस्टि की हर एक इकाई नही होती । इस 
कारण से प्रावकलन और प्राचल में जो अतर होता है उसको प्रतिचयन चुटि कहूते 
है। विभिन्न प्रतिदर्शों के लिए यह त्रुदि भिन्न भिन्न होगी । किसी यादूच्छिक प्रति* 
चयन विधि के लिए इन त्रुटियो के वर्गे के माध्य को प्रावकलक की माध्य-वर्ग-लुटि 
(769 5घ०॥7८ ८7ए0:) कहते है । सहे किसी विज्ञेप प्रतिचमन विधि और प्रावकलल 
विधि से सबधित त्रुटि का एक माप है। 

(2) अ-अ्रतिचयन ब्रुद्धि ( रपका-डबकफॉफ्ए का) +-सर्वेक्षण में त्रुटि के 
ओर सी उद्गम हूँ । मान कीजिए कि हमें उत्तर प्रदेश के मध्यवर्गीय परिवारों की 
औसत आय का प्राक्कछत करना है। प्रावकलन से पूर्व यह जानभा आवश्यक 
है कि सध्य वर्गीय परिवार से हमारा क्या लाये है और जाय वी परिभाषा क्या है। 
यह भी जानना जरूरी है कि परिवार भें किस प्रकार के व्यक्तियों को सम्मिलित माना 
जायगया। इन सब परिभाषाओ के होते हुए भी चहुत समव है कि कुछ सध्य-्यर्पीय 
परिवार सर्वेक्षण से छूट जायें और कुछ ऐसे परिवार जो इस परिभाषा को सदुप्ट 
नही करते सर्वेक्षण में गछती से मध्यवर्गीय परिवारी की तरह सम्मिलित कर ल्गि 
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जायें। यह भी रामव है वि बुछ परिवारा वो अपनी आय वा ठीव पता ग हो इसलिए 

उनसे प्रश्न करके जो आय का जयुमान लगाया जाता है वह वास्तविक आय से भिन्न 

हो। कुछ कारणों से आय सवधी प्रइनो दा उत्तर जान बूस्त कर भी गछत दिया जा 
सकता है। 

अनताय की उपज के सर्वेक्षण में यह पता चच्यना होता है जि कितने क्षेत्रफल सें 
अनाज वोषा गया है । इस प्रकार के सर्वेक्षण के लिए अनुगधाता (रत 
820०0 वा खेतो पर जाना आवश्यक है और प्रत्येक खेत के लिए--यंदि उसका 
क्षेतरफछ ज्ञात हो---यह पता चलाना आवश्यक है कि उसके क्षत्रफल के कितने प्रतिशत 
भाग में भनाण छूगा हुआ है। इसके लिए अनुसघाता अनुमान का आश्रय छेता है । 
खेद को देखकर वह जनुझान हूगाता है कि इसके वितने भाग में जनाज छणा हुआ 

है। परतु स्पष्ड है कि उन दो स्थितियो को छोडकर जिनमे या तो खेत में अनाज 
बिलकुल ही न हो अथवा सपूर्ण खेत अनाज से देंका हो, अन्य स्थितिवा में इस बदाजे 
और वास्तविक अनुपात में कुछ न कुछ अतर अवश्य होगा। यह भी हो सकता है कि 

कुछ अनुमधाता ईगानदार सम हो। और बिना खेत पर गये अपनी इच्छा से ही इस 
अनुपात का अनुमान लिख दें । इस प्रकार के अन्य कई कारण है जो प्रतिदर्दो विदोष 
से सवधित नही है । इस प्रकार की ज्रुटियो को अप्रतिचयत भुटियाँ कहते है । 

किसी भी अच्छे सर्वेक्षण का ध्येय इन दोनों प्रकार की जुटियों को सौसित रखता 
होता है। प्रतिच्रयन जुटियो को विशेय प्रतिवयन विधि और प्रावकलन विधि द्वारा 
कम फिया जा सकता है। यह स्पष्ठ है कि यदि प्रतिदर्श में समध्टि की प्रत्येक इकाई 
हो तो प्रतिचयन भुटि शून्य होगी । अप्रतिचय्रत चुटियो को कम करने के लिए अतु- 
सधाताओ के दिक्षण और निपत्रण की आवश्यकता है। वे जितने आवक अनुभवी 
होंगे और उत्तपर जितना अधिक नियत्रण रहेगा उतनो ही अप्रतिवयत झुटियाँ कम 
होगी । यह ध्यान देने की घात है कि प्रधिदश-परिसाण बढने से प्रतिचयन चुटि तो 

घटती है पयतु अप्रतिचयन त्रुटि बढती है । यह समव है कि एक छोटे प्रतिदशे से प्राप्त 
प्राककलन को झुछ अुटि पूरी समप्टि से प्राप्त प्राककन दी बुदि से कम ही । 

$ २६३ अन्य उपादान 

बूटि के अतिरिक्त सर्वेक्षण में और भी कई उपादानों (७०८०:७) का विचार 

रेखता पड़ता है । इनणें घन और समय विश्येप उल्लेखनीय है । किसी भी 

सर्वक्षण के लिए एक निश्चित मात्रा से अधिक धन व्यय यारना संभव नहीं होता । 
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जितना अधिक प्रतिदर्श परिमाण होगा उतना ही अधिक धन व्यय करना पडेगा। 

जो धन सर्वेक्षण पर ध्यय करना पडता है उसे सर्वेक्षण-ध्यय (८०5 ० बयएटए) 

कहते हैं । और यह प्रतिदर्श-परिमाण पर ही नही बल्कि प्रतिचयत विधि और प्रवकलन 

विधि पर भी निर्भर करता है। 

ग्दि सर्वेक्षण द्वारा आँकडे बहुत देर मे प्राप्त हो तो उनका महत्त्व घट जाता 

है। उदादरण के लिए भारत में १९५९ में उत्पन्न साद्यान्रों के ऑकडो की आव- 

इयक्ता इसलिए पड़ सकती है कि सरकार आयात- निर्यात के धारे में कोई 
निश्चय कर सके । यदि अन्न आवश्यक्ता से बहुत कम हुआ हो तो छोगो को भूल 
से बचाने के लिए विदेशों से अन्न मेंगाना पडेया। और यदि अन्न आवश्यकता 
से अधिक हुआ हो तो मशझ्नीनो आदि के क्य के लिए इसको विदेशों में 

बेचकर विदेशी क्रय मुद्रा प्राप्त को जा सकती है। परतु यदि यह आँकडे हमें १९६२ 
तक प्राप्त हो तो उनका महत्त्व समाप्त हो जाता है। क्योकि यदि अन्न की कमी हुई 

हो तो उसका असर उस समय तक पड ही चुका होगा और ऑकडा का उपपोग सरकार 

के आलोचक केवल यह कह सकने के लिए कर सकेंगे कि सरकार को १९६० में अमुक 
नीति अपनानी चाहिए थी और उसने दूसरी नीति अपना कर यलत॑ी की । प्रवकलनों 
को थोडे समय मे प्राप्त करने के लिए भो यह आवश्यक है कि प्रतिदर्श ब्रहुत बडा 
नहो। 

सर्वेक्षण के सिद्धावो का अभिष्राय धन समय और अन्य अनुवधो के अनुगत एक 
ऐसी प्रतिचयत विधि और भ्रावकलन विधि को प्राप्त करना है जिसके लिए प्र।ककलन 
त्रुटि न्यूनतम हो । हम यहाँ केबल प्रतिचयन त्रुटि पर विचार करेंगे क्योकि अन्य 
त्रुटयों को कम करने के लिए प्रतिचयन विधि और प्रावकलन विधि नही वरन् शिक्षण, 
तियत्रण और अनुभव को आवश्यकता है। 

$ २६-४ सरल यादृच्छिक प्रतिचयच (572 उरद्वावंशा कैबआाएमह) 

यादृच्छिक प्रतिवयन की कई विधियाँ हैँ जिनमें से सबसे सदछ का नाम सरल 

यादृच्छिक प्रतिचयन है । मान छीजिए समप्टि में 7० इकाइयाँ ए0,00,,703,- -ए/॥ 
हैँ। इन /घ इकाइयो में से # परिमाण के कुछ (2) अलग-अलग प्रतिदर्श चुने जा 
सकते है। यदि प्रतिदर्श इस प्रकार चुता जाय कि इन सब प्रतिदर्शों के चुबे जाने की 

प्राथिकता छ हो वो इस विधि को सरल यादृच्छिक प्रतिचयन कहतें हैं। इसकी 

' विधि यह है कि पहिले तो 2५४ इकाइयो में से एक इकाई इस प्रकार चुती जाय कि सब 
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इकाइयो के चुने जाने की प्रायिकता समान अर्यात् जे हो। फिर घाकी बची हुई 

(प-) इकाइयो में से एक इकाई इस प्रक्र चुनो जाय जि इन बची हुई इकाइयो 

में से पत्येक की चुने जाने की प्रायिकता समान याने कल: हो । इसी तरह त्रमश् 

एक एक करके 7४ इफाइया फो इस प्रकार चुना जाय कि प्रत्येक चुनाव में बाकी 

बची हुई इकाइयी में से प्रत्येक इयाई के चुने जाने को प्रायिकता बराबर रहे) 

$ २६५ प्रावकलन 
मान लीजिए हम किस्ती विशेष अर & के औसत गान 35 ना प्रावकलन करना 

चाहते है । यदि -वी इकाई ए, के लिए इस चर का मान >, है तो 

हु >> (267) 

हम +-वी चुनी हुई इकाई के लिए & के मान को ४ से सूचित करेंगे । व्य/ह8 #क 
सभी यादुच्छिक चर है जो प्रत्येक मान हु, /वत, 2... 7एयो रामान प्रायिकता 

न से प्रहण करते है । यदि हम प्रतिदश माध्य को » से सूचित वरें तो 

() 5 मो 2- 5 | 
हो कहा 

|] 3 ॥ 

प्प ड् ॥ 
है | क्च 

भ्क्ष | 8 

इस प्रकार हम देखते है कि > का पुक अनमिनत प्रावकर्ल्क » है। किसी 

दूसरी प्रतिचयन विधि से तुलना करनें के पूतर यह जानना जावश्यक है कि इस प्रावकलक 

का प्रस॒सणण क्तिना है। 
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$ २६.६ प्राक्कलक का प्रसरण 

2 (0 - हे (६-52) 

दर [3 $ (५ 3] 
० 

धो 

यह स्पष्ठ है कि ऊपर दी हुई प्रतिचयन विधि के लिए 

हु 2 5 पर अ5 (ब- आन के मे 0ए-3) घेर) 

में (६->)६ + |, 3 (४-05 

तथा ऊ (६-०) ) (ऊ, (४,->छ 
ञ् 

(४-7) +#ग >न्नए 

+ जज) 2, ४-0 ,2,0४-20 

जल जज, 2, (&->52 

ब्योकि रे, (६-3) *- ड्, (६--5)-७-5॥ 
मरा 

भर 2 (2,- 3) 

ल् ६.) 6 >आक 2 (४-7) [5 >> - ७ किम ०- हज) 8७-२०] 
__ (पए--॥ 5 (5-59 
कक कक मर 

बप--ह 55 2 त्ब्न्क्का 5 362) 

जहाँ 55 (27-०० "«« 26.3) 



प्रतिदर्श-सरदेक्षण के सावारण सिद्धान्त हद 

यहि प्रतिदर्श परिमाण # यथ्ेष्ट वडा हो तो < वा वटन प्राय प्रसामान्य होगा । 

यदि हम इसके मानक चिचलत का प्रावकलत कर सर्वे तो सर्माष्टि प्राचल 5८ के लिए 

विश्वास्य-अतराद्ध वा प्रावकलन भी किया जा सबता है। हम नीचे 77 (70 का 
प्रवकलन माछूम करेंगे और उसके बरगंमूल का उपयोग मानक विचछम के प्रावकलत 

के किए करेंगे। 

$ २६७ प्रावकछक के प्रसरण का प्राककलन 

४ के समान एक फलत 5९ हम प्रतिदर्श के छिए प्ररिभाषित करते हैं 

भीझत रस... त््पो « « (264) 
कवि ब्य (अ-ख्े ९6%) 

यह सिद्ध करता अत्यन्त सरल है कि 3 का एक अनमिनत प्रावकलक 5* है। 

में ४] ४० -... डे के (घ-ओे 
कन्ना 

नस 3 & ब-2)-9 0 
ही्चू ॥०१. 

बज [ जुछ (७-50*-# 2 (< 50] 
अन्य 

मर 

लकी 7-४ ०» (म,-0 न पाक 2, आना -* प्ध पका; ] 

20 (2:75) 
हे उभ४--)७-०) [ 

डे ् त (४३० झलक *. (26959) 
व 

00 0 280॥| 

8 7्स्छ 
-- “ (0 का अनसिनत प्रावकलक ?? ७०) क्र “प्र डर 



३६८ साहिपकी के सिद्धान्त और उपयोग 

जम 5: 

हम साधारणतया क्सी प्राचल 0 के प्राइकलक को 0 से सूचित करेंगे। 

4 ५८ 
यदि हम समप्टि योग 2६ -# 2) ऊ का प्राक्बन करना चाह तो स्पप्दतया 

श्व्न 

£ अर क ">- (26.6) 

70) + सशाटत) ८ न 55 ....«(26.7) 

2090 + 02४ +» [26 शी 
है 

५ &£ का अनभिनत प्राककलक 5£ है। 

$ २६८ अनुपात का प्रावकलन 

ऊपर दिये हुए सूत्रो का उपयोग समष्टि में विद्ेष गुण बाली दकाइयो के अनुपात 

के प्रावकलन के लिए भी किया जा सकता है । उदाहरण के लिए माने छीजिए कि एक 

नगर में /५ व्यवित है जिनमें से 7४, की उम्र १४ वर्ष अथवा उससे कम है। 

70, हमें ज्ञात नही है। हम नगर में १४ वर्ष से कम उम्र वाछे व्यक्तिमों का अनुपात 

7५, जानना $ 
2-5 हज जानना चाहते हैँ । 

मात लीजिए 5६५ एक चर है जो । वें व्यक्ति की उम्र १४ बर्ष से कम होनें पर 

मान 7 ग्रहण करता है अन्यथा मान ०। इस प्रकार नगर के प्रत्येक व्यक्ति के लिए 

एुक चर है। यह आप देख सकते है कि ड हू, न्+े 7४६ और एक # परिमाण 
ब्च्स्व 

ही ञ 
के प्रतिदर्श मे 88 चने है, &% ८ प्रतिदर्श में १४ वर्ष से कम उम्र के व्यवितयो 

है 

की सख्या । 

£ ) कप 2 सतका .. हर» (269) 

न प्रतिदर्श में १४ वर्ष से कम उम्र के व्यक्तियों वा अनुपात 
4 ज्छ्ल 

यएय-# जे अनार 
है 3... ज्फ़ आह 

[देखिए समीकरण (26 2) और समीकरण (263)] 

इसी प्रकार 77 () 



प्रतिदर्शनसर्वेक्षण के साघारण घ्िड्ातत ३६९ 

नल 
पा पट रप25 

उपक बप-ा 

>> 26 7 
कफ एछ(-म) (26 70) 

7-52 07 7% (देखिए समीकरण 26 9) 
पक. करीना 

(26 77) 

उदाहरण --- यदि िज>,000 

कार 200 

काउच्तह0 

9 (0) -- ?020-200 ,(.2 +८-+_ 
॥,0007799 5. $ 

बनना 

24,875 

$ २६९ विचरण-गुणाक और प्रतिदर्श परिसाण 

विचलन ०; और माध्य ;#हीतो-.. वो 

00) कहते हैं और इसे ८720) 

निश्चित सख्या से कम विचरण 

है। सरल यादृच्छिव' प्रतिचयन में 

॥। # का विचरण 

यदि किसी प्रावकलक £ का मानक 

४ का विचरंण गुणाक (८०८रिटालाए ० एशय॥0 

से सूचित करते है । वहुधा सर्वेक्षण का उद्देश्य 

गुणाक वाला प्रावकलूक प्राप्त करना होता 
विचरण गुणाक केदल प्रतिदश परिमाण पर ही तिर्मेर करता हूँ 

गुणाक /फि-5 5 है। यदि हमें सम्ठि के छिए चू की अच्छा अनुमान हो 

कर 

र्४ड 



रेछ० सार्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

जिसे हम (: से सूचित करें और यदि हम यह चाहते हो कि 5 का विचरण गुणाक 

छगभग ७ हो तो हम प्रतिदर्श परिमाण # को निम्नलिखित सूत्र द्वारा निश्चित कर 

सकते हैं-- 
च-्य १४ >ूक 

डक 
वि 

अथवा ऊज़ म्स्े जि 

डै. 

अथवा -5 रल्कट 

उदाहरण--यदि हमें यह ज्ञात है कि १४ वर्ष से कम उम्र के व्यक्तियो का अनु> 

पात प्राय ३७ ग्रतिशत है तो 5->० 3, 

2 आ) 55 2 किक चर ् प (०3१८० 7) दिखिए समीकरण 26 70] 

यदि 9 यवेप्ट रूप से वडा हो तो फ््र की जगह सरछता के छिएड रख नेने से 

कोई विशेष भरुटि नही होगो । इस प्रकार 

6म्जच 232०7 __ ४ए 
०३ऋ%&०३3 . 3 

यदि हम # के विचरण गुणाक को 2 प्रतिशत के लगभग चाहते है तो 
बल ++ (० ००१७5 ००००३ 

इच्छित प्रतिदेश परिमाण # ++ -_ ?03 
० 0०००47ए(-7/5 

यदि 2४ बहुद बडा हा तो 



अध्याय २७ 

स्तरित प्रतिचयन ( $020#९0 $9४9ए फट ) 

९ २७.१ परिचय 
सरल यादृष्छिक प्रतिचयन का प्रयोग केषल उस दक्षा में किया जाता है जब 

सप्राष्ठि के बारे में कोई ज्ञान न हो अथवा यदि कुछ ज्ञान हो भी तो बहुत मामूली सा । 
स्मष्टि के बारे में जिस प्रकार का और जितना ज्ञान होता है उसके अयुसार प्रतिचयन 
विधि में सशोघन बरके उसे अधिक दक्ष बनाया जा सकता है। इनमे से एक सशोचित 
विधि समध्टि की कुछ रतरो में विभाजित करके प्रत्येक में से अछग-अछग सरल यरादू- 
ौिछक प्रतिचयन करने को है। इस विधि को स्तरित सरल यादुच्छिक प्रतिचयन 
(इणक्कागिटवे अंजाफ८ उपज 5याए!ग्राष्ठ) बहते है। 

$ २७.२ प्रावकलन 

मात लीणिए समध्टि को £ स्तरों में विभाजित कर दिया गया है जिसमें से 
बे स्तर को & से मूचित किया जायगा । माव लीजिए कि &, में कुल 7५, इकाइपौ 
है और इसकी / वी इकाई के लिए ४ यो मान | है। इसके अतिरिक्त 

१] 
ड्झ, चच २7 

क्च्च 

4] रु 
अखातन-ः ऊ डझय्, रत रेप 

क्त्प स्त्ध 

3 _-. हू न डः 

यदि 5, में से |-वी चुती हुई इकाई के « के मात को &। से सूचित किया जाथ 

ओर यदि +-ैं स्तर में से #, इकाइयाँ चुनी जायें तो 55 का एक अनभिनत प्रवकलक 

ञ १] 

कच्छ -- 2#»%0 है। 
र क्य 



इे७२ सांड्यिकी के सिद्धाग्त और उपयोग 

डि कि 
इसचिए एप 7 नौ यमणात्य 

क््चि कच्चे 

4] 
स्न्छो अ 

बच 

ब्न्न् में ४०००, (7 

डर 

इस प्रकार > का एक अनभिलत अ्राकक्छक अ८८> 7५ ७ है! यह 
्च्य् 

स्पष्ट है कि ऋ का अवभिनत प्राकलक ज़्फ 2+0च, है। 
॥नघ 

4 ( 
$ २७३ प्राफ़छत का प्रसरण ए [27] 270) 

बच १८7 

य्प 
जहाँ चल (2-5) कि + ४ 2॥| 

रे 

$ २७.४ प्रसरण का प्राक्कलन 
्जः | 
ि 27०७) बने हर (ऐश) 4२ "(27.4 

जल. बख््य मद 

श्प हे 
जहाँ कम न 2 णनओओ ">> 273) 

पक हत्या, 

तथा 2? (0 बन हैः (0४78) ॥/२ 
. डन्च अपर, छ 

2 09 ( - ३0५ - ७४१ 



स्तरित प्रतिचयत श्छ३ 

$ २७५ विभिन्न स्तरों मे प्रतिदर्श प्रस्मिण का वितरण 

२७,.५,१ समानुपाती वितरण 

अब हमारे सामते समस्या यह है कि कुछ प्रतिदश परिमाण # 
क 

के दिये होने पर विभिन्न स्तरों के प्रतिदश परिसाय ॥; को किस प्रकार निश्चित किया 

जाय । एक तरीका तो ग्रह है कि प्रतिदक्ष परिमाण स्तरा की इवाइथा की सख्या के 

अनुपात में हो। इस प्रकार के वितरण को समानुताती बितरण (का0:ण॥॥0र्दा 
20८०४) कहते है ! 

समानुपाती वितरण के लिए प्रावकछक को 9,» से मूचित किया जायग्रा । 

४ है ५, 8. उप ६ हर 
खफ्रकरन 2' नर हि दर हप्न क के न ४2 क्र (277) 

क्योंकि 20 - | प््चा,ट. 6 
१0 का 

श्र स्शुता म 

अल ऊ 22 कक के 
इस प्रकार के वितरण फे लिए प्रावकलक बहुत सरल हो जाता है । इसके लिए 

# 0 (0९--४) ५५ १० 47777, 

# (कुक) कै] 2 रस जप 

न] 
डा _ओो 5.8 ++ एज, 2, (४-७) 5 

इ् अम्छ पक, 

2य-ऊ £ ््ड ड 
चन्ज्क पए) 5/' (78) 

9 वर क्ए-॥ 
४ (कक) ता उक ,2 (हे *ः ध्धञ 

8] (८) ) 5.ः 



बछड साएयिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

8 २७५२ अनुकूलत्तम वितरण 

यदि सर्वेक्षण का व्यय प्रत्येक स्तर में केवल भ्रतिद् इकाइयों पर निर्भर करता 

हो और #;-वें स्तर में एक इकाई के सर्वेक्षण पर व्यय ८५ हो दो सपूर्ण सर्वेक्षण का व्यय 
फलन (८: निम्नलिखित होगा ॥ 

८जः 20 क -. ःण) 
ब््च्ड 

हम इस प्रकार के वितरण (#; #४ #&) को निर्धारित करना चाहते है 

जिसके लिए प्रसरण दिये होने पर व्यय ल्घुतम अयवा व्यय (०, दिये होने पर प्रसरण 

निम्नतम हो | इस वितरण को मालूम करने के लिए निम्नलिखित विधि का उप- 

योग करना होगा । सवृप्रथम हम एक एरिमाण (३ की परिभाषा देते हू । 

58 # 
(९5 7 (>&) - ३७ [५०- दिल ८५ ] (०7 या) 

दि स्व (<-5) $-० [%- है 66% ] 

(0 के निम्नतम मान के लिए #, ४७ /% का पता निम्नलिखित सूत्रों को 

हल करने से सिलता है। 

व्यय नि 2, 5, आई ६] (277 ) 

रा 57 ज+ > अथदा - कह नी मैट, चर ० 7 

> न्न ते 5 जहां पट “ # नल एद्ें उठ जब मार एज (27 73) 

] 
न ८० ४5 # ९-५ न्+ चर जद शअशजतलटल 

८५ 



स्तरित प्रतिधयन इज 

ड़ 
* # न ८79, 5$/शदा- 27 <श्ल 

इच्ण्जयू,220००००० ७०००० (7- पक) 

यदि 0. 0, न्*...... ८६च+४ वो ९५ द5 व 

कै मा न्झ | हम (27.75) 
यार 5, 

क्स्वि 

$ २७६ स्तरण-विधि (#श्वि््व ती उहव्शीव्दाकतष) 

एक समस्या यह है कि यदि समण्ठि को £ स्तरों में विभाजित करने की स्व॒तत्रता 

हो तो यह विभाजत किस प्रकार किया जाय | यह हम इस प्रकार करता चाहेंगे कि 
प्रक्कलछक का प्रसरण जहाँ तक हो सके कम हो जाय । हम जानते है कि 

प्र 

/» (5) (कु) * 
र_7 ये (२,--5)* 

(फ ण) उप 
(जहाँ 72... सरल यादुच्छिक प्रतिययन के लिए प्राककलक का प्ररारण है | ) 

५ हि-झे) (00-93 2४ 05-ग क्प--7 

मद ४; और 7४ बहुद्र बडे हो तो 

श्र गा ह 
9,५ (5) कं 552 के, या (5--ज्) (2776) 

शा 

# तो... जहाँ हद ५5 तक 

गा कर 
और पर (७७४७) ++ ऋ 25 86 5 +००७०० [27 77) 

4; 

2, 38- 7(किबोेन दी (27 खिन्ज्ः. >> (7०8) 



३७६ सारियको के घिद्धान्त और उपयोग 

यदि हम समानुपादी वितरण प्राप्त करने का विचार रखते हैं तो हम समष्टि को 

इस प्रकार स्तरित करना चाहेंगे कि ऊपर लिखित अतर अधिकतम हा। इसके लिए 

विभिन्न स्तरों की समप्टियो के माध्या में अधिक से अधिक अतर होना चाहिए ॥ 

$ ए७ ७ सप्निकटन (4कए०पक्क्षागत) 

इस प्रकार के अनुक्ल्तम वितरण और अचुकूल्तम स्तरण को ठभी प्राप्त क्या जा 
सकता है जब हमें समप्प्ट के बारे में यथेप्ट जानकारी हो ॥ उदाहरण के लिए अनु 

कूलछतम वितरण में 5, के ज्ञान की आवश्यक्ता है ! परतु यह ऐसा समप्टि प्राचल 
है जिसका ज्ञान सर्वेक्षण के पूव नही हो सकता । इसके अज्ञात होने की अवस्था में हम 

समानुपाती वितरण का प्रयोग करके ही सतुष्ट हो सकते है । यदि हमें 5, के किसी 
अच्छे प्रावकलन 5, का ज्ञान हो तो विवरण इसके आघार पर करने से आशा की जा 

सकती है कि वितरण अनुक्छतम वितरण से बहुत भिन नही होगा । 
यह भी हो सकता है कि हमें & से घनिष्ट रूप से समधित किसी और चर 9 के 

लिए 5/ का ज्ञान हो जहाँ 
| ४०; हर 

3/ न+ | श्भनशें। )! 

जा] 
४५ वि $ 

और यह विश्वास हो कि रह लगभग अचर है तो # का करन $/ के आधार पर 
५ 

किया जा सकता है। इस प्रकार के तरीके को अनुकूलतम परिस्थिति के लिए सन्नि- 

कटन कहते है । यदि इस सतिकटत और समानुपाती दितरण में अधिक अतर न हो 

तो समानुपाती वितरण का ही उपयोग अधिक अच्छा है क्योकि इससे प्रसरण में 

विशेष अतर नही पडगा जब कि प्रावकलन बहुत सरलूू हो जायगा। 
ड 

इसी प्रकार अनुकूल्तम स्तरण के लिए 2 फ5 (छै--# )! के मान को 
ज्ड 

मदहततम बनान की चेष्टा की जा सबती है जहा हं, और ४४ के मान ज्ञात हैँ १ 

इस प्रकार का स्तरण छगभग अदुकूलतम होगा। 
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द्वि-चरणी प्रतिचयन (7७छ०-8छ० 5भणछाफए 8) 

६ २८.१३ प्रतिचयन विधि और व्यय 

ऊपर लिखी प्रतिचयन विधियों के लिए यह आवश्यक है कि प्रतिचयन कर्ता के 

पास सभी इकाइयो की एक सूची हो। बहुधा यह सभव नही होता | उदाहरण के छिए 
यदि हम भारतीय किसान परिवारों का प्रतिदर्श चयन फरना चाहत हैँ तो सब परि- 

बारो की मूी प्राप्त करना लगभग असभव होगा । यदि यह सूची हम बताना चाहे तौ 

सर्वेक्षण से भी अधिक धत और समय इस सूची के बनाते में लग जायगा। इसलिए 

हमें किसो और प्रकार कौ प्रतिचयन विधि का आश्वय छेना पडता है। यदि हमारे 
पास सब किसान परिवारों की यूची हो भी तो सरठ यादृच्छिक' प्रतिचयन के अवलबन 
से यद्द बहुत सभव है कि प्रत्येक परिवार एक अछग ही गाँव से चुना जाय । भारत में 
गाँवा की कुल सख्या साढ़े छ छाख से भी अधिक होने के कारण इस बात की सभावना 
बहुन कम है कि हजार दो हजार परिवारों में से कोई दो परिवार भी एक ही गाँव से 
चुने जायेंगे । इस पक्कार के सर्वेक्षण में एक गाँव से दूसरे यॉव की यात्रा कय व्यय कुल 
सर्वेक्षण व्यय का एक मुख्य भाग वन जायगा । यह बहुत समव है कि इस यात्रा व्यय 

कम करके इस धन को अधिक परिवारों के सर्वेक्षण मे लयाया जाता तो क्रुछू प्रसरण 
में कमी हो जाती । इस प्रकार के दो कारण जो विशेष कर व्यय के कम करते से सबध 
रखते है हमें उस प्रतिचयन विधि का अवछूवन करने का सकेत करने है जो द्वि-चरणी 
प्रतिचमन कहलाता है। 

8 २८२ द्वि-चरणी प्रतिचयत विधि 

इसमें प्रतिचग्रत उत्तरोत्तर दो चरण में किया जाता है। यदि अतिम इकाइयों 

को सूची हमारे पास नही है अथवा उनके सरल प्रतिचयन में अपव्यय होता है तो हम 

पहिके इस प्रकार को इकाइयो के कई रामूह बना छेते हैँ--साधारणतया यह रामूह 
पहिले से ही बने होते हैं और इनके निर्माण की शावश्यकता नहीं पठती । प्रतिचयन 

के पहिले चरण में हम इन समूहो में से कुछ का चयन करते हूँ । इस प्रकार ये समूह 

प्रतिययन की प्रथम-वरणी इकाइया कहछाते हैं । इसके बाद इन चुनी हुई प्रथम- 
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चरणी इकाइयो में से प्रत्येक में से कुछ निश्चित सख्या में अतिम इकाइयों को घुना 

जाता है । इस कारण ये द्वितीय-वरणी इकाइयाँ कहलाती हूँ । उदाहरणार्थ किसान 

परिवारों के चयन के लिए पहिले भारत में कुछ गाँवा का चयन किया जा सकता है। 

इन चुने हुए गाँदो में किसपल परिवार की यूची तेयार की जा सकती है । इनमें से कुछ 
परिवार प्रत्येक चुने हुए गाँव मे से चयन क्ये जा सकते है । 

$ २८.३ सकेत 

मान लीजिए समध्टि में 2९ प्रयम-चरणी इकाइयाँ 77 ए., 0&,.. ..- हर 

हैं। $-वी इबगई ए, में 08, द्वितीय-चरणी इकाइयाँ (0, ए.,.. .ए, 04; हू । 
मान लीजिए ए,, के लिए गुण & का मान ऊं,, है । 

है 
अ 5, 55 5, 

ब्व्व 

गैर ॥, ग्प 
2 25,5५5 र|खन-ऊ 

बच्ज्य बच हर 

अर *> 
चक्र कल 
2 24; 

पा पु 

8 २८.४ प्रतिचयन - 

पहिकछे श्रथम-घरणी इकाइयो में से # परिसाण का एक सरत यादृ च्छिक प्रतिदर्श 

चुनते हैं। चुनी हुई इकाइयों में से ः-वी के गुण < के माल को हम ४: से सूचित 
करेंगे । इस 7-वी इकाई की कुछ 2४ इकाइयो में से हम #६ डितीय-चरणी इकाइयाँ 

सरल यादृष्छिक प्रतिचयन द्वायया चुनते है! इसकी / वी चुनी हुई द्वितीय-चरणी 
इकाई के & गुण के मान को हम #८, से सूचित करेंगे । 

8 २८.५ भ्रावकलन 

2 »2 +72 2 35] को ऊँ, का प्रावकछक माना जा 
वह इचच्ग 

इस द्वितीय-चरणी चयन के लिए 

सकता है । 
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यहाँ हम #; द्वारा प्रयम-चरणी इकाई दिये होने पर द्वितीय चरणी इकाइयो पर 

आश्षित प्रावकरक के श्रत्याशित मान को सूचित करते है । 

पा 

(28 7) 
है। 4 कच्ची 

$ २८६ प्राक्कलछक प्रसरण 

25) <- 5800-56 

ज 5 804(9)+5,(:0))]--7४ 

बन &5(0)+[80%()१0--२०] 

ज| झा ()+ 2,800 
कर म्प्ह 

आशेन->य 

ख् 
>. दे 8080) 7 से ( ) 

28 
का राय 82) 

रा डा हा (2५ 
ख ॥(#,-- और 7, (#) हि (्ट #ण 45० हकए 7 

, पर 

हि 20(5,-१ टी ही 
7.(% बे 2 - है 

"5 कं 2,(5) ++ स्न्स् 30 0५ 25० फू (२8 3) फ डक 
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है! हि 

डर ( -20) को 245 58 और 5 (>, 2) को 
चल ः 

32,--5 

न मल रह 
$5 द्वारा सूचित करेंगे जहाँ कह ८८ हा दा 

दर खा 

ञ्र 3 0//--#,) 5दु 

ख्य #/ 
« 7 (5) - मन म0 रगड़ +- न 

(28 4) 

$ २८७ प्रसरण का प्रावकलन 
यदि हम डितीय चरणी इकादया वे आधार पर 5 से 5 वा प्राक्कलन करें तो 

#/ का 
हैं? हे 2 रस (तह ४, ) (28 9) 

#,च73 ३ 0; क७5३. 

है. 
हक बन 

2 2 2॥(३॥- 
तथा (28 4) के दूसरे भाग का प्राववलक स्पष्टतया _.. ० उव(१,- ४५ 

हरे. क्ब्ह का 

57 हैं। इसी प्रकार प्रथम भाग का प्रावकलन भी प्राप्त क्या जा सकता है । 

मे ४ (एटि-..20) -- एकाट[2)--#ऋट(9) 
ख्च्ि 

__. टप/४--) ४ हा 9 24/(2./--#,) ८०३ 
न्तत +-- न 2: '-- अल 90 आफ 4 7 2४ 2, (&,-2)--7०/--)) न क् ४ 

इसलिए प्रथम भाग का प्रावबकलकून निम्नलिखित है 

खहर शा ) 9 24/78/7785, ] «(28 5) 
कह स्चतव हज 

इस प्रकार 75) +८ (पक $ (रे जप ) 
ब्च््ड 

र्ब्ड 
सा कच्च2 कह 
चर के 22 /7ा४) (० (2886) 



दि-चरगी प्रतिदयन डेड१र 

यदि प्रत्येक म्रथस-यरणी इकाई में )/ इकाइयाँ हुए जिनमे से क चुनी जाये तो 
हद ड्ख़़््ख् “लक >५ 7 कर 
फ़्शि रस्म 8 जैज हे «० 
ए[४) ८5 -..- $५ ० 
(5) कि 2 रा रा +] 

मर 

यदि 88 ++ |. & &$ (28 8) 

(0१ __ पक दर टधीए--हात डर 

| (80% नका ी उलफता ४ (89) 
न 

पदि 35 क॑| -_ 2 38 तथा 52 +._ ४0 5 5 
कै. | १८॥ 

एप३ 

का 7 2, स्ज्रो तो यह आप आसानी से सिद्ध कर सकते है कि 
कप १ ६८ । 

8 हक ग-क ७ 3//४--##ः जी वा मन 5+ आल सा न डक 28 7; 
2 ज्फक ५ 2 कक ० 22 

$ २८ ८ अनुकूछतम वितरण 

यदि हम राब चुनी हुई प्रथम चरणी इकाइयो मे से वरावर सच्या में द्वितीय-चरणी 

इकाइयो का चयन करना चाहें तो हम यह जानना चाहेंगे कि कुल व्यय के दिये होने पर 
कितनी प्रथम चरणी इकाइयों और प्रत्येक प्रभम चरणी इकाई में से कितनी द्वितीय 

चरणी इकाइयो का चयन किया जाय। 

हम निम्नलिखित व्यय फलन का उपयोग करेंगे 

€ -> 2+#--##7%ऋ 

धह्दाँ ८ कुछ ऐसा व्यय है जिसका प्रतिदर्श परिमाण ये कुछ सबध नहीं है, # प्रत्येक 
भ्रेयम-चरणी इकाई से सबधित और ४ प्त्वेक द्वितीय चरणी इकाई से सबंधित 
व्यय है। 
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इसी प्रकार प्रसरण फलन को निम्नलिखित रूप में रखा जा सकता है 
है है 8 

य आ,ड१ ये 745 
4 ली ] गउ[ छिड _. ४ डे (ब्] 

लक [5 उप्र ] + कक्र शक 

छ न 
१। क्ठा+ 

कुछ व्यय ८., के दिय होन पर हम # और # के ऐसे मानो का पता चलाना चाहते 
हूँ जो प्रसरण को निम्नतम कर दें । इसके लिए हम एक परिमाण (3 की परिभाषा 

देते हैँ । 

रद न न ने [ब-न-#न-#/#-- ८] ०७०८ +<- + 
१2 

# और # को प्राप्त करने के लिए निम्नलिखित समीकरण है 

() 90 ०. अथवा के क गेबीत 
म्क 

अथवा #र# स्तर (28 ग.) 

१2९ __ (#) न 

9! रथ 
अदवा पा नंद अक् ने मे [9+-र्म 

अथवा ही नै 8 रा [#]--ब#गे 
|! कपः 

अथवा हम मे एड 
१23 

अथवा ४ जन््८ 77 र्ज हम (28 72) 
जि 
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रामीकरण (28.57) को (28.72) से विभाजित करने पर 

कक 
#/9 

इस प्रकार यह् प्रतीत होता हैं कि यदि व्यय-फलन उपरिलिखित है तो # का 
अनुकूछतम मान कुल व्यय से स्वतत्र है। कुल व्यय के विभिन्न मान दिये होने पर 

केबल # के मान में अतर आयेगा और # का सास स्थिर रहेगा। 

यह स्पष्ठ है कि ०9, 8, ४ तथा ४, /', और ८/ हमें पहिले से श्वात नही हो सकते । 

इन प्राचलो के मान मालूम करने के लिए छोटे दंभाने पर एक ओरभिक सर्वेक्षण की 
आवश्यकता होती है। इसके आधार पर इन प्राचलो का प्रावकलून किया जाता है। 

का का 

$ २८.९ उदाहरण 

समष्दि में कुछ 20,000 प्रथम-चरणी इकाइर्या थी जिनमें से प्रारभिक सर्वेक्षण 
में 20 चुनी गयी । प्रत्येक प्रथम-चरणी इकाई में 7,000 ह्वितीय-चरणी इकाइयाँ 
यी। चुनी हुईं प्रथम-चरणी इकाइयो में से प्रत्येक मे से 3 द्वितीय-चरणी इकाइयाँ 
चुनी गयी। इस प्रकार हमें निम्नलिखित सामग्री प्राप्त हुई 

मय 3 क-ओ 9 $$ मत ग्झ 24 
के 20 +७3. 5३ ् 

य्र्20 . के 
कै 5 का दर सन पा छंद: हा] थ ( ब्याः 25 डे नस्ल 25-73 

है. व9 +>३ ५. 20 +नत 
यु 

>५ 5 सन ढ -+ --- 5 नर 27.0 

«« प्रसरण फछन का निम्नलिखित प्रावकलम होगा 

ड़ है आओ बम, 

नि न न ०) अंडा 0577: (्् 20.000705,700 

>> अि-० ॥ उअ24 
१ (हे 27 | 

३० थ4 

ज. # -ह 0, # नर 2.05, थे सकते उअ-24 
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इसके अलावा हमें निम्तलिखित ०, ? और ८ के मान प्राप्त हुए ॥ 

६ ऋ्८ ६,०00 रूपए, 6 -5 4280 रुपए, ४ न्5८ 6:72 रुपए 

42 702८॥2 24 

23.052 6.72 
का अस्त 

घ्स्2 

यदि सर्वेक्षण के छिए कुल 5,000 रपए मजूर हुए हो तो 

5,००० एपए ++ 5,000 स्पए -- (4270) # रुपए -ै (079) _/% एपए 
परतु # न 2 

5 000---,000 

42 70-+-72 24 

4/000 

54 34 

कै 3, 

है 
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सामूहिक प्तिचयन (ट/एञऋढा उब्प्प्फ़ाफपड ) 

$ २९.१ सामूहिक प्रतिचयन 

यदि हमें # परिमाण वा एक प्रतिदर्श चुनना हो तो समप्टि को #॥ इकाइयो के 
समूहों में विभाजित करके इसमें से एक समूह को चुना जा सकता है। इस प्रकार के 
प्रतिययत को सामूहिक प्रतिचयन कहते है। यह आवश्यक नही है कि श्रत्येक समूह 

में इकाइयो की सझया बरावर ही हो अथवा केवल एक ही समूह का चयन किया जाय; 

उदाहरण के लिए किसान परिवारों के सर्वेक्षण मे यदि हम कुछ गॉवो को चुने और 

इन गाँवों के सभी किसान परिवारो का सर्वेक्षण करे तो यह एक सामूहिक भ्तिचयन 

होगा। आए सामूहिक प्रतिचयन को ट्वि-चरणी अच्यत का एक सीमात रूप समझ 
सकते हूँ जिसमें ॥/--२26; 

मान लीजिए कुल समष्टि को /€ समूहों में विभाजित किया गया है और इसमें से [£ 
समूहो का सरल यादृश्छिक प्रतिचयन किया गया है। ॥-जें चुने हुए समूह के लिए 

गुण & के योय को ६ से सूचित किया जायगा । 

[हि 22] टख नझे.. हा (29-) 
हि 45 मचा 

उस प्रकार इस प्रचयत-विधि के लिए गुण-समप्टि-पोग का भावकलक 

| 
9 ५- ८ 429५ है 

डर 

कै लता 

२९.२ अनुपाती प्राककलन 

यदि हमें समब्दि की कुल इकाइयो की सख्या 0/-- 5 अज्ञात हो तो हम _ के 
कचच्2 

इस प्रतकछक को /4 से भाग देकर डक प्रावकलन प्राप्त कर सकते है । परतु 

बहुबर हमें सर्माष्ट की कुल इकाइयो की सख्या ज्ञाल नही होती | यदि हम प्रति किसान 
परिवार आय का प्राक्कन करना चाहे तो हमें कुछ क्सिन परिवारों की सल्या ज्ञात 

रप 



इ्८द सांश्यिको के सिद्धान्त और उपयोग 

होनी चाहिए, तभी हम इस प्रवार के प्राववलन का प्रयोग कर सवत्ते है ; दिस प्रवार 

क्सिान परिवारो को कुछ आय का प्राकहलन किया गया है उसी प्रक्यर कुछ क्सिएन 

परिवारों की सख्या का भी प्रावकलन क्या जा सकता है ! इत दो प्राक्कलनों के अनुपात 

से हमें प्रीत क्सियन परिवार आय का एक प्राक्कलन प्राप्त हो जाता है। यदि 3-वें चुते 

हुए गाँव में किसान परिवारों की सख्या ७ हो तो कुछ परिवार सल्या का प्राककछक 

५ रहो 
जी ++ -+ 3 # -« (29-») 

है. ० 
्ट 

4५ श्ड ३ 

न पट कम ...."फ... «४ (29.3 कट व 
308. ऊँ # 

रत] 

इस प्रकार की प्राककलत विधि को अनुपाती-आ्रावकलन (74४० ९४0४7४४०) 
कहने है क्यो कि यह दो प्रावकलनों के अनुपात से प्राप्त होठा है । यह त्रावक्लन अवभिनत 

नही होता । यदि ४४ वा ज्ञान हो तो दो प्रकार के प्रावकक्लक हो सकते है । 

5. _ 2 
(0. +>5 55 जुड़ 

2, _ 
(2) हे सेल हा 

यदि विभिन्न गाँव की प्रति क्सिन-परिदार-आप्य में विशेष ऋतर न हो परंतु 
किसान परिवारों की सख्या में बहुद़् अतर हो तो यह देखा जा सकता है कि दुसरा 

प्राककलक ड् अभिनत होते हुए भी श्र से उत्तम होगा । 

$ २९.३ व्यवस्थित-प्रतिचयन ( 57वीं 3क्का2मिए ) 

सामूहिक प्रतिचयव का एक विद्येप रूप व्यवस्थित-अतिचयत है। मान छीजिए 

कि समष्टि में कुछ ##£ इकाइया हूँ जिनमें से & इकाइयो का एक प्रतिदर्श चुनना है। 
यदि # बहुत बडी सख्या हो तो इस परिमाण के सरल यादृष्छिक प्रतिचयन में काफी 

समय छरूग सकता है। इससे अधिक सरल विधि निम्नलिखित है। 

सरल यादृच्छिक प्रतिचयन द्वारा 2 से & के बीच में कोई सख्या चुन छीजिए। 
मान छीजिए यह सख्या # है। यदि -वी इकाई को ए से सूचित किया जाय तो 

प्रतिदर्श प्राप्त करने के छिए निम्नलिखित इकाइया चुन छीजिए --- 
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एड फकर नन पिक्क » 3 पक... +एक- 5 

इस प्रकार के प्रतिचयव को व्यवस्थित प्रतिचयन, प्रथम चुनी सख्या # को यादू- 
ौदिछक आरभ (एश)व०४७ ४:४६) और (४ को प्रतिचयव जतरा (570]|/णट 
खांधाएशे) कहते हुँ । 

यह देखा जा सकता है कि यह भी सामूहिक प्रतिचयन ही का एक विशेष रूप 

है। इसमें समष्दि को & इकाइयो के मिस्तलिखित (£ समूहो में विभाजित किया 
जाता है। 

फ, ०७७... 0७ उएक७-ह०६ + क्ता,2,3, 5 

व्यवस्थित प्रतिचयन द्वारा हम इनमें से एक समूह को चुन छेते है ! 

8६ २९४ प्रारोहक समूह (शांग्झ्लाहुए् धं॥आशड) बहुधा समष्टि की कुल 

इकाइयों की सह्ष्या 2४ को प्रतिदर्श परिमाण # और किसी पूर्णाक के गुणन फल के रूप 

में नही रखा जा सकता । उदाहरण के लिए यदि 707 इकाइयो में से 70 को चुनना 

हो तो ऊपर लिखी विधि नही अपनायी जा सकती । इसके लिए जिस विधि का प्रयोग 

किया जाता है, यह नीचे दी हुई है। 

पहिले 7 और 2४ के बीच एक सख्या + को यादुच्छिक प्रतिचयन द्वारा चुना जाता 

है । यदि दि मनन हि (अर्थात् # का भाग 2९ में £ बार जाता है और शेष बच 

जाता है, दूसरे शब्दो में / उन सब पूर्ण सख्याओ में से महृत्तम है जो _ धछोटी 
| 

हूँ) तो इस चयन में # को यादृच्छिक आरभ और £ को अतराल लिया जाता है ॥ 

इस प्रकार चुना हुआ प्रतिदर्श निम्नलिखित होता है 

ए,. 0.५ 0.७ ..+ कक २ एिफएन्-.७ 

यहाँ जब 7+-/7>77 हो जाय तब /--१£ के स्थान में 0/-8--रर 
चुना जाता है। उदाहरण के लिए यदि 7४--707, #--7० तो #--70 । यदि 

7 और 709 के बीच चुनी हुईं सख्या 89 हो तो प्रतिदश निम्नलिखित होगा 

एक एंकर एक एफ एफ एक एिफ्र एफ फऐिक्र एफ 

यानी 0५, 0५, ए५ 0,,, ए७, ए+७ ए७ 0५ ए७, ए५७ 

इस प्रकार के प्रतिचयन को भी व्यवस्थित भ्रतिचयन कहते है परतु जिन समूहो 
को चुना जा सकता है वे परस्पर अपवर्जी (०:८ोप्रशए०) नही होते बल्कि प्रारोहक 



श्डड साप्यिक्नी के सिद्धांत और उपयोग 

(०९८८०7०:प्ट) होते है। इस प्रकार के व्यवस्थित प्रतिचयन के छिए भी अतिदर्श- 
माध्य समष्टि-माध्य वा अनिभिनत प्राककठक होता है। 

8 २९५ सामूहिक प्रतिचयन मे प्रसरण 

यह स्पष्ट है कि सामूहिक प्रतिचयन के लिए यदि प्रसरण को 7, से सूचित 

किया जाय तो 

पब्कत हा एन 0 रे (294) 

$ २९६ प्रसरण का प्रावकलूक 

5 3] 92 
हक कई धरे ७537 वन “(कं ) हल 72% > 4 पा कब यम 93) 
यदि प्रतिदश में केवल एक समूह चुना जाय जैसा कि व्यवस्थित प्रतिचयन में 

होता है तो समष्टि योग के श्रावकलक के प्रसरण का प्रावकलन नही क्या जा सकता । 

$ २९७ सामूहिक और सरल यादृच्छिक प्रतिचयन की तुलना 
आप यह जानना चाहेंगे कि सरल यादृच्छिक प्रतिचयन की तुलना में सामूहिक 

प्रतिचयन से प्राप्त प्राक्कछत का प्रसरण किस अवस्था में अधिक और किस अवस्था में 
कम होता है। 

5 मूड 
(४४-7॥)5'-> ड 2 (5,/-< 55, 

4] # ७३ 45> />०3. 

झ्् 
#ऋ ०» श है ओ रु 

न्जअ्जजिन्नआ 2 7 - अं फर्क कफ ता 2 (279 
लि कट 

#् ड्ट मद 
(0-2 8#+ह]/ (२-2, 5) 

खा कच्चा इस्चा 
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रर 
यदि हम >- 2 अबो 3३ पे यूचित करें तो 

प्र शग 9) [#प्- 3)$2--# (#--3)5 ] (29 6) 

तथा 2,५+5- __का ((- 8७ 
१6 

पर एक 

रारल गादृच्छिक प्रतिचयन से सामूहिक प्रतिचयन उत्तम होगा यदि 

(7९--788--#(--9) 5 <(- २७४ 

अथवा. कऋछ-0) [3१-७|] <० 

अबबा. 8१<85 

&| समूहाम्पल्तरिक प्रसरण है। हम देखते है कि समूहास्यन्तरिक प्रसरण 
कुल समष्टि के प्रसरण से अधिक हो तो सामूहिक प्रतिचयन अधिक उत्तम होता है। 

यदि विभिन्न समूहो के बनाने की हमें स्वतत्रता हो और व्यय में इन समूहोके 
निर्माण से कुछ अतर न पडे तो यह् निर्माण इस प्रकार करना चाहिए कि वे अधिक- 
से-अधिक विषमाग (#टाटा०8०7079 हो । अर्थात् समूहाभ्यन्वरिक प्रसरण 
अधिक-से-अधिक हो । 

(297) 



अध्याय ३० 

अनुपातो प्रावकलन (२४४० छपंडा4रध ०7) 

8 ३०.१ अनुपात का प्राककलून 

यदि दो समष्टिन्योग > और ४ के अनुपात स्ल्ल्ट्रेका प्रावकलन करना हो 

तो >( और एके अलग-अछग प्राक्कलतों 3 तथा £ के अनुपात किस दा का 
-ः 

इसके लिए प्रयोग किया जाता है। यह सिद्ध किया जा सकता है कि इस प्रकार का 

प्रावककन अनभिनत नही होता । 

यदि प्रतिदर्श--परिमाण यथेप्ट रूपसे बडा हो तो इस प्राककछक की 

अभिनति और माध्यवर्गे-त्रुटि (फल्या उधुष्या८ ध्य०) का सन्चिकटन # और ख# 
के प्रसशणों और सहग्रसरणो तथा अभिनतियो के फलन के रूप में किया जा सकता है। 
ये सन्निकटन निम्नलिखित है-- 

$ ३० २ अनुपाती भ्रावकलक अभिनति 

280 ++ से (0-२) 

न्न्छ [द्ृशिटर *)] 

कि य न्ज ) जहाँ #(5)->! 

[7-४-] 
“(0 -- कु मे (ि मजी(ः ले ) 

नह (9१-0नस ($£)->२)] 



अनुपाती-भ्राइफूलन रे९१ 

चू €, कर नाक फिर .9-म (छ)] 

नर गिति-#20ी]+ रटिश) - ०ण्णुडति (०्ए जरा 

जहा # (9),#(>0) ते हमारा तालये फमश 9 जोर है की मभिनतियों 

(095८5) से और (2०ए (५.9) से हमारा ताले है और ? के सहप्रसरण से है। 

यदि 9 और क्रमश ४ और >६ के अनमितत प्रावकरक हो तो 7(9--70(9) 
४८50 और >'-> । इस दशा में 

8(0 >क्वए/-५०*9) *..(०») 
यदि प्रतिचयत्र विधि सरछ यादुच्छिक हो तो 

पए-क). 23 20 
शडें) प्र करत 

8 जा बज 

4302 _ज), 2 0 0/-3)0४-9 ठणगिशिन्ी मं: 2 मय मम 

»2 (४-२) 
तथा. 795 (2020: हर 

श्र 
9, 

इसलिए (शि च्त्ट्ा 2 » और बडे प्रतिदर्शों के लिए झशि का सिम्नलिखित 

7] 
क्् 

सन्निकटत लिया जा सकता है। 

क।-_7 खाएप्चओ क्र खाक 
5) हल इत्) ि खण्ड 

5 ध््प्ख्फ पे] 

__37 7ाएस-को 

- ह्ल आए) 
थ हु, 83,- ५) (3०3) 



ब्९्र साधष्यिकों के घ्िद्धान्न और उपयोग 

$ ३०.३ अभिनति का प्रावकलन : 
(8 - - 777४ गे अआउउफ-).. -« (०३) 

क्र (४-- 7) +<३ 

६ ३०.४ अनुपाती प्रावकलन की माध्य-वर्गे-त्रुटि 

यदि प्रतिदर्श परिमाण इतना वडा हो कि 5 और 2 में दिशेप अतर न हो तो 

की साध्य-वर्ग-चुटि (0४ 5.7) होगी 

8४ 8 8 (२) -- 5(२--2)£ 
ब्न्स ्स (४-२३): 

ऊः 

लि ज् झ (२-7४) 

पल क्र झा(9--५)-# (४- 20)] 

ल्ज्ब विधि छ (9)-- ०२४४ ? 5.(5,२) 

+रः% 5 %ऋ (50] » » "3०.5 
जहाँ ॥४7.5 (#४, ४) -- # (४-२) (४-४) 
यदि प्रदयन सरछ यादृब्छिक हो दे 

अउआ (#) नचचछ निरिकन मे 

ऊपर दिये 2/ ७ # (7?) के सन्निकटन का प्राक्कछन नीचे दिए हुये सूत्र द्वारा 
किया जा सकता है। 

ख7 85%. (7र॥] 

है (९-२२5७) .. - (४००) 

द 7ए(४-#) >] अत) 2 (श--म्फ्)ा. +>-+  छण्यो 

&$ ३०.५ समष्टिगयोग का अनुपात्ती-प्रवकलन 
बहुधा समप्टि की अत्येक इकाई के लिए किसी गुण & का मान ज्ञात होता 

है। घदि एक प्रतिदर्श के आघार पर #१--८ रा अनुपाती प्राक्कलन बिया जाय तो 

इस प्रावकलन को >ट से गुणा करने पर हमें एक प्रावकलन ए का प्राप्त हीता है जो ऊँ 

से भिन्न है। इस प्रकार से प्राप्त प्राइकलक को हम ४, से सूचित करेंगे। 



अनुपात प्रावकलन ३९३ 

$ ३०६ अनुपाती-प्रावकलत और साधारण अनभिनत प्रावकलन 
की तुलना -- 

ए(?)-४ 5 झऋ(९०) 

है छ--7(0--२००ण,0)+उस्ग्5)] 

ल््ज छृथ [2 ५) 2] 

« $, ४ से अधिक उत्तम है यदि 
(ए०४(<, ४) हे 70६) 

हि. ञ्र्ढ 

यदि टग्ण्डि, ५-- श्क् गई गढ़ 

तथा 7720-०५: 
3 

तो ४० ४ से उत्तम होगा यदि 
2४ # >३ ड्ि ) 

श्मंड ए >* ड़ 
दर 

(22 ८7(०0 
अथवा 0४:>३ ( 2] ८८७०० 

(७) 
७४ 2 ः 

यहाँ 07 (#ै तथा ८7 (9) से हमारा तात्वर्य का ओर ४ के 

विचरण-गुगाको (८०८६००४७ 6६ एथ्व7४०००) से है । 

67. 2)- ूंटवा ८7 (9)-# 
बहुबा जिस प्रकार की स्थिति में अनुपात का उपयोग किया जाता है उसमें आशा 

जाती है कि 27 (») और ८7 (9) प्राय बराबर होगे । इसलिए यदि 

8४३ का मान ३ से अधिक हो तो हम 9 72: उपयोग को अधिवा उपयुकतत 

समसझेंगे। इसके अतिरिक्त थदि प्रत्येक दकाई के लिए //ननारफें, तो ६०७०४ बौर 

१० भवभिनत तथा ययारथे होता है। परतु साधारणतया ऐसी स्थिति नही पायी 

जाती। ग्दि ४; और >६, के अनुपात में विशेष विचलन न हो तो आशा की जा 

सकती है कि ए,,, की त्रुटि बहुत कम होगी। इसलिए इस प्रकार की स्थिति में ४ 

के स्थान पर &,,: का उपयोग अधिक उपयुक्त होगा । 



33.4 साएिपिको के सिद्धान्त और उपयोग 

$ ३० ७ उदाहरण :-- 

795£ में जिला हमीरपुर की कुछ जनसख्या 590,737 थी। 7958 में जन 

सस्या का प्राक्कलन करने के लिए जिले के 957 गावा में से 20 का सरल यादुच्छिक 
प्रधिचयन किया गया । इस प्रद्धिदर्श के लिए 

206 86 क्ः 

हट पा 27,443 (2795 304,953 

4 0 2७ 

(तक 598 /2#757798 ग्4 
20 

पा _-95,289,777 

उ्,250,029 

श्र 
ड६ब ३२ 590,7372८व गयय74 

#₹556,365 
9५५ 
ग9)--[96,3०4,953--30,795,762 3726 69, 

202९ 79 
8,॥7, 707 

३80० 
45 ८५ 2० #७ [30 25, 20 शव, 707 
र4 3 झे (9,.,व> 2%8-- 2४९ 25५) 8 008 ॥ 9 ---- ००० <झऊ (४. 22: [22% पाए 2 ] 29366 

डाउ,70णा 

३80 

5505,509 797 >< 

उ्+328,704 >< 

क्पोकि प्र) का मान3/ 5 (&.) से लगभग 20 गुना है इसलिए यह स्पष्ट 

है कि अनुपाती प्रावकछन $,,, साधारण प्रावकल्न 9 से उत्तम है। 

$ ३०८ प्रतिदक्षे-परिमाण 
यह ध्यान देने योग्य वात है कि ऊपर दिये हुए अभिवति और प्रसरण के सूत्र केवल 

सदिकटन है जो प्रतिदश परिमाण के ययेष्ट रूप से बडे होने पर ही उपयुक्त समझे जा 



लनुपाती प्राकक्रलन झ्र्षु 

सकते है । कितने बडे प्रतिदर्श को ययेप्ट रूप रो बढा पानना चाहिए यह ठीक से नहीं 

कहा जा सकता । विभिन्न समष्टियो के लिए विभिन्न ससख्याए यथेष्ट हैं । यह इस पर 

निर्भर करता है कि >, और ४! का अनुपात कहां तक अचर है। साधारणतया यदि 

अतिदर्श परिमाण ३० से अधिक हो और इतना हो कि ० 7 (है) तथा ८72 (9) 

दोनो ही १० प्रतिशत से कग हो तो दसको काफी बडा समझा जा सकता है। 

सारणी संख्या 30[ 
95] और 958 में जिला हमीरपुर के कुछ गावो की जनरारया 

प्राम सख्या 2957 को दे की है 
जन सख्या जन संख्या 

रं म्म शा शर्त 

बाला आय (2) 8) 5 | 
प् ,865 7,9०5 

2 368 | 399 
ँ हाप ,025 

4 3,627 2/003_ _ 
कई 657 26 

(७ 270 7 338 ० हवन 
#* ६ 3,644 3,752 

8 504 59० ९ 
9 488 4850 

(7०) 6,942 8,043 | _ 77585 

व 792 980 

2 2327 | 2,222 

4 जे व अल ४] 222 290 

श्र 4 पर36 प् 

(9) 563 6ा4 7 0906 

36 765 उप 



अध्याय ३१ 

विभिन्न-प्रायिकता प्रचयन (5९९८घ०क एकता ए४एफाड़ 
ए:ठछवाजाउ ८०5) 

$ ३११ चयन विधि 

अभी तक हमने जितनी भी प्रतिचयन विधियों का अध्ययत किया है वे एक 

था अधिक स्तरों में, एक या अधिक चरणों में, इकाइयों अथवा समूहो का सरल यादू- 
छ्छिक प्रतिचयन ही थी । परतु हम अन्य प्रकार से इकाइयों को चुनने की भी वल्पता 

कर सकते हूँ जिसमें यद्यपि चयन की श्रायिकता वा प्रत्येक प्रतिदश के लिए परिकलून 
किया जा सकता हो परतु ये प्रायिक्ताएँ सब प्रतिदर्शों के छिए वरादर न हो । इस प्रकार 

की प्रतिचयन विधि को विभिन्न प्रायिकता चयन (5श९८४०णा एफ एरथण्णट्ठ 

#7००थ70८७) महते है । 

मान छीजिए कि कुल इकाइयो की सख्या 2५ है। इनफो हम ०, 0५,- + 

छ,,.. छ से सूचित्त करेंगे । हम पहिले से निश्चित कर सकते है कि इन इकाइयो 

के प्रतिचपन की प्रायिकता क्रमश 2.) 79 ,% + 7 होगी । इसमें हमें इकाइयों 

के दुबारा चुने जाने पर प्रतिवध छगगाने की कोई आवश्यक्ता नही है। माचर लीजिए 2? 

एक एसी पूर्ण सस्या है जिससे गुणा करने पर ये सव प्रायिकताएं पूर्ण सख्याओं में 

परिणत हो जाती है। यदि ४2 और इन प्रायिकताओं के ग्रुणन फल को क्रमश २), 

2,, ,70, 270५ से सूत्चित किया जाय तो निम्नलिखित चयन विधि से हम इच्छित 

प्रायिकताओं को प्राप्त कर सकते हैं । [ यह उसी दश्शा में सभव है जब' सब प्रायिकताएँ 
परिमेय सस्याएँ (स्वए0०शर<०ज क्प््र८7७) हो ] 

हम 7,, 2%,.---- »% को क्रम से एक स्तभ में लिखकर इनके सचयी योगो 

(८प्णवएॉ4४ए८ ६०४र्श5) को दूसरे स्तभ में लिख सकते है जैसा नीचे की सारणी में 

दिया हुआ है । 



विभिप्न-प्राणिकता प्रच्र॒यत झ३्र७ 

सारणी संख्या 377 

] ४ पधिदगा । कचरा योग 
३ प्रायिकः | 

क्रम संख्या 4 >>? ख प्र डे 

कच् 
॥ ७) | 0०) 
तर के फ्ल्न्ञ 

३ 2] 2--२४७ ७५ 

रे १2] ।९/१-१५-+-2५,५ ७, 

यदि कोई एक सख्या 7 से ? तक की सख्याओ में से समान श्रायिकता से चुनी 
णाय तो उसके $,.. और 5$; के बीच में होने की क्या प्रायिकता है? क्योंकि 8/4 

और 5, के बीच कुछ समव सख्याएं 2, हैं। इसलिए स्पप्टतया यह प्राधिकता 

यही वह प्रामिकता है जो हम ए। के चयत के लिए चाहते थे। इसलिए 

हमारी चयन विधि निम्नलिखित हो सकती है। 

3 से 9 तक की सख्याओं में से एक को समान प्रायिकता से युत लिया जाब। 

यह शस्या सारणी में दिये हुए सचयी योगों में से किन््ही दो (8,५ भौर 80) के 

बोच में पढ़ेगी। 

इनमें से वह जिससे कम हो अथवा जिसके बरावर हो (मर्थात् 5.) उससे सब- 

घित इकाई (0,) को चुना हुआ मावा जायगा। 



३५८ साॉणिपकी के सिद्धान्त और उपयोग 

$ ३१-२ विकल्प विधि 
यदि कुछ इकाइयो की सख्या बहुत अधिक हो तो ऊपर दिए हुए तरीके से सचयी 

योगो को प्रग्प्त करने में बहुत समय और मेहनत छूंगेगी। इस दश्षा में एक और विधि 
है जिसके द्वारा इच्छित प्रायिव ताए प्राप्त की जा सकती हैं । इस विधि के निम्नलिखित 

चरण हैँ । 
(7) 7 से 2४तक की सख्याओ में से किसी एक का समान प्रायिक्ता से प्रतिचयन 

किया जाता है। चुनी हुई सख्या को हम ? से सूचित करेंगे। 

(2) मान छीजिए 2” एक ऐसी सख्या है जो किसी भी 2५ से कम नही है। 

एक दूसरी सख्या 3 से 2” तक की सख्याओं में से समान प्रायिकता से चुनी जाती है। 

इस चुनी हुई सख्या को #” से सूचित क्या जायग्रा । 

(3) यदि / € 2), हो तो हम # वी इकाई 7// को चुन लेते है, अन्यथा फिर 
प्रथम और द्वितीय चरणो को दुहराते हैं जब तक कि हमें इच्छित पर्मिण का प्तिदर्श 
प्राप्त नही हो जातय। 

इस विधि द्वारा प्रथम बार में # वी इकाई को चुने जाने की प्रायिकता फ्ः छा 

है। इस घटना की ध्रायिकता कि कोई भी इकाई नही चुनो जायगो[ गज ् ) 

है। क्योकि ए/#/ पहिले, दूसरे, तीसरे इत्यादि प्रयत्नो में चुती जा सकती है इसलिए 

इसके चुने जाने की कुछ प्रायिकता 

(एक रैक + (क्र )ह कक हे कप 

5३८ ताप 6 क्र)“ कक रे 5 पक 



पिभिन्नन्नापिकता प्रचमन ३२९९ 

$ ३१.३ प्रावककछून 

यदि चुनी हुई इकाई 0, हो तो ला कुल समष्टि के >-गृण के योग का एक 

अनभिनत प्रावक॒लूक है। 
'श, श् 

खछ (२८ सन रफ सूख श्च्च्र » >नैप्य) 
ख्च्य एड दक्क; 

यदि कुल ४ इकाइया चुनी जाये तो हमे प्रत्येक इकाई से इस प्रकार का एक अन- 

पमिनत प्राक््कलन प्राप्त हो सकता है। इसलिए इन प्राक्कलको का माध्य जी समष्ठि 

योग ४ का एक जवभिनत प्रावक्छक है। 

9.7 27 - » उम्ने 
१८4 

९ ३१.४ प्राक्कलक का प्रसरण 

(95 2- 27(2) 
की बच्चा ॥2] 

नल हे 27 -»”] >. (373) 
हक. + कन्ड छि 

यदि बज ७» मे 

्र 

तो करच्£ 2 शज्ल कि 
ब्लड 

व ्ट ० #हिकल-छ 

इस दक्षा में 



डाल्० सास्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

$ ३१५ मापानृपाती प्रायिकता 

इससे यह पता चलता है कि यदि इद्यइया के चयन की श्रायिक्ताएँ उनके माना 

के अनुपात में हा तो हमें इस प्रकार के प्राकक्रन से समप्टि घोग का अनुमान बिना किसी 

चुटि के हो जायगा। वास्तव में हम इसकी आज्ञा नही कर सकते परतु यह सभव है 

किए, कौर 8 का अनुपात प्राय चर हो $ इस स्थिति में विभिन् प्रायिकता 

चयन बहुत लाभदायक सिद्ध हो सकता है। यदि एक छोटे से सर्वेक्षण द्वारा हम 
ऋ,ः ४, का अनुमान ल्या लें और इन जनुतादो वो 559,5,, ऊ5,, 
से सूचित करें तो , को 2४६, के अनुपात में छेच्रें स यह आाशा की जा सकती है 
कि ४, और ह॥ का अनुपात प्राय अचल होगा। इसी प्रकार मदि हमें 3958 

में प्रत्येक गाँव में फ्सल का मात्रा ज्ञात है तो 7959 में कुछ जिछे में फसल के 

प्रवकतन के लिए याँवा के चुनने की प्रायिक्ताएँ 7958 की पैदजारा के अतुपात 
में लो जा सकती हैं। तात्पय यह है कि यदि हम आमिकताओं को किसी ऐसे 
गुण & के अनुपाद में लें जिससे # का अनुपात प्राय अचल रहने की आद्या की 
जाती है तो यह प्राककलन अच्छ फल दे सकता है। कसी इकाई के & मान 

को इकाई का माप कहा जा सकता है। इस माप के अनुपात में प्राभिकता चयन को 

मापानुपाती प्रायिक्ता चयन (छाव्या०ड फ्री! लिोगी॥॥#/॥5 काएएशशरदा 20 
स्ि 

526) कहा जाता है। यदि इस प्रावकल्न को ४९५७, से सूचित क्या जाय तो 

4) र 5 छः, 
ईक्रत -- 2--- 
हे शा. कच्उ 2 

स् प 5 

के 32,022, (74) 

जहा ऊं- श्र्ह जहा उन्-ख ध) न (7 5) 

$६ ३१-६३ धावकल्क के पसरण का प्राककरून 

हम जानते हूँ कि यदि एक समध्टि का प्रसरण ०£ हो और उसमें से # परिमाण 

का एक प्रतिदश समान प्रायिकदा द्वारा चुना जाय (जिसमें इकाइया वे दुबारा चुनें 



विभिरू-प्रायिफता प्रचपन ०१ 

डे 
जाने पर कोई रोक म हो )तो ०* का एक अनभिनत प्रावकलक ४८-४5 है पक; 

का 8 

है जहा 7-वी चुनी हुई इकाई का मान 9, है। यदि हम -2? की समप्टि के प्रसरण 

का प्राक्कलन करना चाहें तो प्राबकलक गिम्तछिखित होगा । 

?7/.:0_ 7 श् 2 श॥ * (>)5 कक न 67%) न है कप. ४ 

परतु हमारे प्राककलक का प्रसरण दा के प्रसरण का # वा भाग है इसलिए 
+ 

उसका अनभिनत प्राक्कछक निम्नलिखित है 

+ य् श्् चर 
इन हज 

(४) #(क-77) छा ( # ) 577) 

इकाइथो के माप ६ के रूप में प्राववलूक निम्नलिखित होगा 

दि हू) ) (78) ४ (४४ आर लक ॥ ल्प्ज् 

$ ३१.७ उदाहरण 

सारणी 307 में एक छोटी-सी समष्टि के लिए उसके माप > और गुण ४ के 
मान दिये हुए है । उदाहरण द्वारा रामशाया जायगा कि इस माप के अनुपात में प्रायिकता 

छेकर इकाइयो को किस प्रकार चुना जा सकता है । एक चुने हुए प्रतिदर्श से ४” के समष्टि- 
योग का प्रावकलन किया जायगा और प्रावकरुक के प्रसरण का प्राक्कल्न भी क्या 

जायगा । 

हमें सर्माष्टि में से पाँच इकाइयाँ चुननी हूँ । सारणी सस्या 37 2 के स्तभ (3) 

से हमें पता चलता है कि #-- ऐ जी से -524,698 । अब हम पाँच सस्याएँ 7 और 

24,698 केबीच में से चुनते है जो स्तम (4) में दी हुई है। ये सरयाएँ उन्ही इकाइयों _ 

के सामने लिखी गयी हैं जो इनके द्वारा चुनी हुई है। उदाहरण के छिए 5,473 पाँचनें 
२६ 



इग्२ सांड्यिको के सिद्धान्त ओर उपयोग 

सारणी संख्या 3 2 

। सख्या | इकाई का माप ः मोग | यादुच्छिक 
हक सख्या 

् 4 $,57०9 2५ ष्ट 
बच 

(0) (०) (3) (4) 
के __ 39065 5,865 

श्र 368 2,233 

3 ध्प ३३059 

4 7,627 4077 
०] 657 55328 

6 270 59598 5435 
शः 7,644 7242 
8 564 मई 7,806 

9 488 8,294 

2० 6942 ग्ऊग्उ6.. | गई 
६. । 792 76,028 

ग2 झ्राडा 38,749 

१९] है 38,377 

4 736 39,707 
7 563 हा 79,6537 

76 765 79,835 
पक 3,097 20,926 20,734 

8 ३,026 23,952 

79 409 अ4कबंडा 

24,098 

और छठे सचयी योगों के बोच की सख्या है इसलिए इसके द्वारा छठी इकाई को 

चुना जायगा। इस प्रतिदर्श में छठी, दसवी, पन्द्रहवी और सचहवी इकाई चुनी गयी 
है। दसवी इकाई दुबारा चुनी गयी है। सारणी सल्या 307 में इन चुनी हुई 

इकाइयों के लिए ४, और >, का अनुपात स्तम (4) में दिया हुआ है । 



विभिन्न-प्रायिकता प्रचयन डण३ 

फिन्ती्िट [०४8667--7 7585 -+-7 7585+7 ०9०6--7 4008] 

24,698 77 0०750 

ब-27,550 

सारणी सल्या ३०7 से पता चछता है कि ७--27,443 । इस प्रकार (७ एक 
के. 

बहुत ही अच्छा प्रावकछन है। आप जन्य प्रतिदश लेकर इसकी और £,,, की 
तुलना कर सकते है। 

00 2227 3 7५ (५ 8667-+220 585)+-(7 ००७१ 

ना( 700)-ह ७ 370 
झ्क 260 ०5845739 
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एाएपप्गै ट्प्टोपच्तए४ ९ए:७ए-परचूपर 

अपवर्जी घटनाएँ 

70772 -प्रसामान्य 
77स्70:470०7-सकेत 

म्रणा7९:०८०7-अश 

म्रफाएणार्श ए८8थ्वाटा-पोपण-सबंधी 

ग्रवेषणा 

0०७६४८८ए०४०-प्रेक्षण गम्य, प्रेक्ष्य 

6फलाए्बपणाण ८ःठप्-श्रेक्षण चुटि 

0०95९०:ए८:--प्रेक्षक 

०90-विषम 

087४०-तोरण 

07079/८-कोटि 

6एप्ा-मूल बिन्दु 

साह्यिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

एथ०थ८९००००५-शिख रता 
एचन्व्यप्प््टट 9०7७-अतिशतता बिदु 
एथव्थ्ाधाँ०-शततमक 

फ्ब्प्पाणं3प्णा-क्रमचय 

एॉंगा। 97८८००ए०7४-वनस्पत्ति प्रजनन 

ए५9एजञ्ञा0८-सत्त्य भासक 

9०77६ ८$४7क्४००7-बिंदु प्रावककलन 

ए०55०7*5 0:07 प्रध्र0ग्र-प्वासों वदन 

9०%णॉंबा०० (एश्राएथटा5०)-समधप्टि 

ए0०प्ाप्ए८-घनात्मक 

9०४४ए४४८०-अभिघारणा 

#०णव्-सामथ्ये 

ए०एटा ८पाप्०-सामथ्ये वक्त 

9०छ०८एपि-सामथ्यंबान् 
9०छ०: ०७ ६८५६-परीक्षण-सामर्थ्यें 

9०ए८८ 5ट८४-घातश्रेणी 

#प्ष्टाञण्य-यथार्थता 

77०४०५ंणा८१-प्रायिकता 

?7०%०ंगरयापर 2०7४६ए-प्रायिकत्रा 

चनत्व 
ए70०0०१०पाप्र 0507/पद्ा07-प्रामिकता 

बटन 

9:०0४०॥(ए 77455-प्रायिकता द्रव्य- 
०ए८८१ए०ए४ ॉप्रड:८:७-प्रारोहक समूह मान 

#भध्ययुग्म 
#गाब704 0 $९८०चर्त त८ए7०९-ट्वि- 

घाती परवलय 
हथप्िएालदा-प्ञाचक् 

एशपर्श ०० वीगछ8-आशिक 

समाकुछन 

छाणेंबणाप्ज छ०एग्घमणातओं ६० 

आ2४-मापानुपाती प्रायिकता 

एागुलटए०7-अल्लेष 

#000/-उपपच्चि 

97०7०7्रध०ए०थे-समानुपाती 
759;८ा०5०940८-मन चारीरिक 



धारिभाषिक दब्दावलो 

उतर 8028:-चृष्टि-्मापक 

खगपर्तेण्या सड?थण्प्राक्टा-यावृच्छिक 

अधीग, 7४२ + 
ए्रशातणागराश्व्राणा-यादृच्छिकीकरण 

गएशात०॥ ध्षान््यादुच्छिक्त आजारम 
ए्थात०ण शथार॥0|०-यादुब्छिक चर 

एरथा8०-परास 

720-९50/0400॥-अनुपाती प्रावकलन 

इक्षवणार्व ग्रणाटा-परिमेय सल्या 
इथएए 2707767(-शून्यातरिक घूर्ण 

एढको प्रप्धा0८:-वारतविक संख्या 
एलटक्राहुपीय तीडधपपतता- 

आयताकार बटन 
इ९207 047९॥९८७००-अस्वीकृति क्षेत्र 

7८97९$४।07-समाश्रयण 

ग०227०९५४०॥ ८०८रीद्ाथा६-समाश्रयण 
गुणाक 

ए6ह7९४४०7 ८पाए९-समाश्रयण वक्त 
एर८ह7९5५४०० 07९-समाश्रपर्ण रेखा 
एरशै|श्धएट पिव्पुषशा८ए-आपेक्षिक 

बारवारता 
९४प0८६९वें. इच्छा वैं०फ्राश्बाजा-- 

नियत्रित यादृच्छिकौकरण 
एर्छध0४०7-अ्ंतिवध 

इ000 णाध्या 5पुपथ€र छल्एशाब्ा०त- 

माध्य वर्ग-विचलन मूल 
ए0फऋ-भवित 
अच्यए[गं2-प्रतिदर्श 
ध्यया्रॉणड वैंडपधपररण7-श्रतिदशेज 

बटन 

श्द्प 

उ्ण्फ्यड़ वःणा-श्रतिदर्मी भुठि 

उबर गाड़ 275[06८008 [/श-प्रतिदर्श 

निरीक्षण योजना 
इ्थाफ शर्ट ए८एएशै-प्रतिचयन अतराल 

$८शै८-मापनी 
0०६६४. त98:477-प्रकीर्ण चित्र 

$९००7वें ०१ ०६ ०००:-डूसरी किस्म 

की जुटि 

इ्टाप्पपणा छत एक्षाप्रणढ़ 90004- 

0४6९5--विभिन्न प्रायिकता चयन 

इशपाड0ए८-सुप्राही 

527-कुलक 

अ99०-रूप 
बध्ाष्धाढ०05. ०तुप्०प०75-युयपत् 

सप्रीकरण 
ऑ८०एा765४--वैषम्य 
87७८7५-विनिदिष्द 
$पुएश&-चर्ग 

$पुणाल्तें वंटएाबध07-बगित वियदन 
3पुपका8 700ल्-वग्रमूल 

अवा।वध्त 4०ए०४07-मानक विचछत 
डशक्षावेबाता5सते. ॥0कानी. दीडफव- 

७ण्पण7-मानकित प्रसामरान्य बटन 

5ध्थाप॑आ 0520 ५८००-मानकित मापनी 
&॥४0०५घ८०] %97७-साख्यिकीय नियम 
$090592८5--सा ख्यिकी 

<(ब८प५-अ्रतिष्ठा 

डामीधिला८7-पर्याष्ति 

उपर्िलरा४-पर्याष्त 
इपर्क्िसल्त ( 5६४७४४८-पर्याप्त प्रतिदर्भज 



ड१६ 

5ए:ए८ए-सर्वेक्षण 

इच्राएरा८प्याटव-सममित 

$चरञट्गाउध८ $थशाएएजए-व्यवस्यित 

प्रतिचयन 
ई979९-सारणी 

ईव्णपेला८>-प्रवृत्ति 

॥65६ ०६6 ण70६8०7९८ए-समागता 

परीक्षण 

६८४८०7स्४ ० ॥9#०४१८5४४-परिकल्पना 

की जाँच 

प्रार०परध्गा-प्रमेय 

7055९५-उत्क्षेपण 

प्र९४८77277[-उप्चार 

(जए० काग्रलातणान क्कापणा 
शथ्टा49०-द्वि-विभितीय यादुच्छिक चर 

६५४९-टकन 

साहियिकी के सिद्धान्त और उपयोग 

एए35०त-अनभिनत 

प्रधजि३८वं ९४०७०४०४-अनभिनत 

आक्कलक 

प्र0४५९०7४5४-अवभिनतता 

प्रशाणिफ्रोंए 705६8 9०एलाप्रा ८६ एक 

समान अधिकतम सामथ्यवान् परीक्षण 

प्रधाठियोए प्रा35८व९ं +८5:-एक- 

समान अनभिनत परीक्षण 

एा॥07-सगम 

प्राभ्ा-मात्रक, इकाई 

प्रापप्रट:5६. (9०प्रॉब४णा)-समष्दि 

फ्रयॉप707-भज्ञात 

शरा।आ१८८-प्रसरण 

अऋले०्लाए-बेय 
जा प८व-ऊष्वे 

"जाशप 28ए०००-समूहाम्यातरिक 


